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បុពវកថា 

ដាំល ើ រអភិវឌ្ឍននទ្ពះរាជាណាចទ្ែែម្ព ជាលៅែន ងយ គសម័្យរាំលនើបលនះ ជាលម្លរៀនដ៏លជាគជ័យ
បាំផ តម្៊ួយកដលចាប់ឬសគល់លចញពើការបញ្ច ប់របបទ្បល័យពូជសាសន៍ ការបញ្ច ប់សង្គ្រា ម្ ការផសះផារ
ជាតិ ការែសាងមូ្លោា នរងឹម ាំននសនតិភាពនិងលសេរភាព និងការអភិវឌ្ឍលសដាែិចច។ លៅលទ្កាយលពលកដល
សនតិភាពទ្តូវបានលែើតល ើងលោយបរបូិរ ៍លៅឆ្ន ាំ១៩៩៨ ែម្ព ជាររ៊ួលែាំល ើ នលសដាែិចចខ្ពស់ គឺទ្បម 
៨%ែន ងម្៊ួយឆ្ន ាំ។ លលើសពើលនះលរៀតអទ្ាននភាពទ្ែើទ្ែទ្តូវបានកាត់បនេយពើទ្បម ៥៣%លៅឆ្ន ាំ  ២០០៤
ម្ែលៅទាបជាង១០% លៅឆ្ន ាំ២០១៩។ ដាំល ើ រននការអភិវឌ្ឍជាតិជាសែម្មភាពកដលបនតលៅម្ ខ្ជាប់ជានិចច 
ល ើយលគលនលោបាយថមើៗកដលមនលែខ ៈអនតរវស័ិយទ្គបដ ត ប់ ែ៏ែាំព ងលលចរូបរាងល ើងលដើម្បើ
តទ្ម្ង់រិសែម្ព ជាលឆ្ព ះលៅកាន់ទ្បលរសមនទ្បាែ់ចាំ ូលម្ធ្យម្ែទ្មិ្តខ្ពស់លៅឆ្ន ាំ២០៣០ និងឈានល ើងជា
ទ្បលរសមនទ្បាែ់ចាំ ូលខ្ពស់ លៅឆ្ន ាំ២០៥០។ ការកទ្បទ្បួលឆ្ប់រ ័សនននិមម បនែម្មពិភពលោែ និង
តាំបន់រ៊ួម្ទា ាំងរាំនាែ់រាំនងភូមិ្សាង្គ្សតនលោបាយ បានផតល់កាោន វតតភាពសទ្មប់ការអភិវឌ្ឍឧសា ែម្ម
លៅែម្ព ជា កដលទ្តូវបានរាជរោា ភិបាលចាត់រ ែជាមូ្លោា នទ្គឹះននែាំល ើ នលសដាែិចចែម្ព ជា។ រាជរោា ភិបាល
ែម្ព ជាបានែាំព ងបនតពទ្ងឹង និងអភិវឌ្ឍវស័ិយអប់រ ាំលឆ្ព ះលៅរែការទ្សាវទ្ជាវ និងនវាន វតតន៍លដើម្បើពទ្ងឹងសម្តេ
ភាពនិងជាំនាញរបស់ធ្នធានម្ន សសលៅែម្ព ជាឱ្យទ្សបលៅនឹងបរបិរថមើននការអភិវឌ្ឍ ជាពិលសសការពទ្ងឹង
ស ទ្គិនភាពែន ងការលរៀបចាំម្ ូកដលធ្ រែិចចថមើៗ។ លដើម្បើចាប់យែកាោន វតតភាពពើបដិវតតន៍ឧសា ែម្មរើ៤ 
និងលសដាែិចចឌ្ើជើថលកដលែាំព ងផ សផ លល ើង ទ្បព័នធលអែូ ូ ស ើកដលបងកលែខ ៈអាំលណាយផលដល់ការ
បលងកើតថមើ នវាន វតតន៍ ការទ្សាវទ្ជាវ និងអភិវឌ្ឍន៍ ទ្តូវកតមនការកែលម្អ។ 

  

បណាត ទ្បលរសលៅរវើបអស ើែាំព ងនា ាំម្ ខ្ែន ងការវនិិលោគលលើការទ្សាវទ្ជាវនិងអភិវឌ្ឍ លោយ មន
ភាគ ៊ា នទ្បម ៤៤%ននការវនិិលោគទា ាំងមូ្លរបស់ពើភពលោែ។ ទ្បលរសចិនែាំពង់បនតែសាងល ោា
រចនាសម្ព័នធននការវនិិលោគលលើការទ្សាវទ្ជាវនិងអភិវឌ្ឍសម្តេភាពម្ន សស។ផទ យលៅវញិទ្បលរសលៅរវើបអ
លម្រែិខាងតបូងនិងអទ្ពិែែាំពង់សេិតលៅឆ្ា យពើការវនិិលោគលនះល ើយជាលរធផល ទ្បលរសទា ាំងលនាះែ៏ព ាំ
មនែាំល ើ នលសដាែិចចគ៊ួរឱ្យែត់សមា ល់កដរ។ រ នវនិិលោគសរ បលលើការទ្សាវ ទ្ជាវនិងអភិវឌ្ឍរបស់ទ្បលរស
លៅរវើបអលម្រែិខាងតបូវនិងអង្គ្ វែិ មនទ្បម  ៥%ននការវនិិលោគទា ាំងមូ្លរបស់ពើភពលោែែន ងលពល
កដលតាំបន់ទា ាំងពើរលនះមនមនទ្បជាជនទ្បម ២០%ននទ្បជាជនពិភពលោែ។។ ទ្បលរសចាំន៊ួន៦កដល
មនលាំោប់ខ្ពស់ជាងលគលៅែន ងការវនិិលោគលលើការទ្សាវទ្ជាវនិងអភិវឌ្ឍ រ៊ួម្មនស រដាអលម្រែិ ចិន ជប  ន 
អល លឺម្ ង់ ឥណាា  និងែូលរ  ខាងតបូង កដលលសមើនឹងទ្បម  ៧០%ននវនិិលោគរ នសរ បរបស់ពើភពលោែ។ 
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លតើចាំល ះដឹង ផលិតផល និងលសវាែម្មថមើទា ាំងលនះលែើតល ើងពើអវើ? ល ើយលែើតល ើងលោយរលបៀប
ណា? ទ្ពះរាជាណាចទ្ែែម្ព ជាែាំព ងកតែសាងមូ្លោា នសទ្មប់ការលទ្តៀម្ខ្ល៊ួ នររ៊ួល និងទ្បែ៊ួតទ្បកជងែន ង
យ គសម័្យបដិវតតឧសា ែម្មរើ៤ លៅែន ងលសដាែិចចកដលកផអែលលើព រធិ ល ើយកដលទ្បការលនះចា ាំបាច់តទ្មូ្វ
ឱ្យពលរដាែម្ព ជា ទ្តូវកាល យខ្ល៊ួ នជាពលរដាឌ្ើជើថល ពលរដាសែល និងពលរដាកដលទ្បែបលោយការររ៊ួល
ខ្ សទ្តូវ កដលមនសម្តេភាពែន ងការផលិត កចែចាយ និងលទ្បើទ្បាស់ព រធិលដើម្បើររ៊ួលម្ន ញ្ញផល និងរ៊ួម្
ចាំក ែែន ងែាំល ើ ន។ ធ្នាគរពិភពលោែបានលធ្វើការែត់សមា ល់ា ាំងពើឆ្ន ាំ២០០២នូវបមល ស់បតូ រននមូ្ល
ោា នលសដាែិចច ពើលសដាែិចចកដលពឹងកផអែលលើែមល ាំងពលែម្ម និងធ្នធានអតិែម្ម (Labour and Resource 
Based Economy) លៅកាន់លសដាែិចចកដលពឹងកផអែលលើព រធិ ( Knowledge Based-Economy) កដលែន ង
ន័យលនះ ព រធិគឺជាគនលឹះននការអភិវឌ្ឍ។ អទ្ស័យល ត លនះ លៅលលើគនលងកដលែម្ព ជាែាំព ងលធ្វើដាំល ើ រលឆ្ព ះលៅ
កាន់លសដាែិចចឌ្ើជើថល សងាម្ែម្ព ជាទ្តូវកតមនសម្តេភាពែន ងការ  ផលិត លទ្ជើសលរ ើស បនា ាំ បលងកើតម្ ខ្របរ 
និងលទ្បើទ្បាស់ព រធិ លដើម្បើរែានិរនតរភាពននែាំល ើ ន និងកែលម្អជើវភាពរស់លៅ។ សម្តេភាពទា ាំងលនះ អចលែើត
ល ើងលៅលពលពលរដាែម្ព ជាមនឱ្កាសែន ងការររ៊ួលបានបរពិលសាធ្ន៍ពើការទ្សាវទ្ជាវ ការប ត ះគាំនិតនចន
ទ្បឌិ្ត និងការកសវងរែនវាន វតតន៍។  

 

ែាំក រទ្ម្ង់វស័ិយអប់រ ាំ គឺជាការទ្តួសទ្ាយមគ៌ា សទ្មប់ដាំល ើ រលឆ្ព ះលៅកាន់សងាម្ទ្បែបលោយ
ព រធិ និងទ្បជាពលរដាទ្បែបលោយភាពរស់រលវ ើែ។ ាម្រយៈមូ្លោា នអប់រ ាំ សងាម្ទ្បែបលោយព រធិនឹងទ្បមូ្ល
ផត ាំ បលងកើត និងកចែរ ាំកលែ លៅកាន់សមជិែែន ងសងាម្នូវសម្បទាអប់រ ាំ ពិលសសគឺព រធិសម្បទា ែន ងប ពវល ត នន
ម្ន សសជាតិនិងឧតតម្ទ្បលោជន៍ននទ្បលរស។ សងាម្ទ្បែបលោយព រធិ គឺព ាំទ្គន់កតជាសងាម្កដលសម្បូរ
ព័ត៌ាមនប  លណាណ ះលរ កតជាសងាម្កដលទ្បជាពលរដាអចលធ្វើបរវិតតែម្មពើព័ត៌ាមនលៅជា មូ្លធ្នទ្បែបលោយ
ទ្បសិរធភាព។ ការរ ើែចលទ្ម្ើនលៅម្ ខ្ជាលាំោប់ននបលចចែវរិានិងតាំ ភាា ប់ បានពទ្ងើែទ្ពាំកដនននការចូលលៅ
កាន់ និងការររ៊ួលបានព័ត៌ាមនជាសែល ល ើយកដលែន ងន័យលនះ ការអប់រ ាំនឹងបនតវវិតតលៅម្ ខ្និងមនការ
ផ្លល ស់បតូ រ។ សងាម្ម្៊ួយកដលមនអាំណាន និងរបាប់ជាប លរលែខខ្ ា ននជើវភាពទ្បចា ាំនថាននទ្បជាពលរដា លពល
លនាះបាំ ិនននអាំណាន និពនធ និងការគ នាលលខ្នពវនត គឺជាចលែរននការលរៀនរបស់សិសស។ ធាត ដ៏ចម្បង
ម្៊ួយកដលសេិតលៅែន ងការែសាងសងាម្កដលទ្បែបលោយ ព រធិគឺលសៀវលៅសិែា ល ើយការលរៀបលរៀង និពនធ 
និងកែលម្អលសៀវលៅសិែាជាទ្បចា ាំ គឺជានវាន វតតន៍ ននវស័ិយអប់រ ាំកដលនា ាំលៅរែការសិែាលពញម្៊ួយជើវតិ 
ការអភិវឌ្ឍសម្បទាអប់រ ាំនិងការកចែរ ាំកលែចាំល ះដឹង។មូ្លោា នអប់រ ាំ ជាពិលសសគឺទ្គឹះសាេ នឧតតម្សិែាទ្តូវ
មនត៊ួនារើកដលទ្បែបលោយការល ល្ើយតប ចាំល ះតទ្មូ្វការខាងលលើលនះ។ សាង្គ្សាត ចារយ អនែទ្សាវទ្ជាវ និង
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ប គាលិែអប់រ ាំទ្តូវបនតសិែាជាប់ជានិចច ាម្រយៈការលរៀបលរៀង និពនធ និងកែលម្អលសៀវលៅសិែា ល ើយកដល
លសៀវលៅសិែាទា ាំងលនះនឹងកាល យជា សាព នននរាំនាែ់រាំនងរវាងនវាន វតតន៍ននបលចចែវរិា និងការលរៀននិង
បលទ្ងៀនលៅែន ងថ្នន ែ់លរៀន។ វស័ិយអប់រ ាំកដលនា ាំលៅរែការសិែាលពញម្៊ួយជើវតិ ការអភិវឌ្ឍសម្បទាអប់រ ាំនិង
ការកចែរ ាំកលែចាំល ះដឹង។ 

 

សងាម្កដលទ្បែបព រធិ ែ៏ជាសងាម្កដលប ត ះឱ្យមនរចនាសម្ព័នធរន់ននលសដាែិចចកដលពឹងកផអែលលើ
ព រធិកដរ។ ឧទា រ ៍ជាែ់កសតងននកបបកផនលនះរ៊ួម្មន Silicon Valley ននស រដាអលម្រែិ ស៊ួនឧសា 
ែម្មវសិវែម្មអកាសោនយនតនិងោនយនតលៅរើទ្ែុង Munich ទ្បលរសអល លឺម្ ង់ តាំបន់ជើវបលចចែវរិាលៅ
ទ្ែុង Hyderabad ទ្បលរសឥណាា  តាំបន់ផលិតលទ្គឿងលអ ចិទ្តូនិែ និងសារ-គម្នាគម្ន៍ ឌ្ើជើថលលៅរើទ្ែុង 
Seoul ទ្បលរសែូលរខាងតបូង ែ៏ដូចជាស៊ួនឧសា ែម្មថ្នម្ពល និងឥនធនគើម្ើសាង្គ្សតននទ្បលរសលទ្បស ើល 
ល ើយែ៏លៅមនរើទ្ែុងននទ្បលរសជាលទ្ចើនលរៀតលៅលលើពិភពលោែ លែខ ៈសម្បតតិននរើទ្ែុងទា ាំងលនះគឺការ
លទ្បើទ្បាស់និនាន ការននការអភិវឌ្ឍកដលជាំរ ញ និងតទ្ម្ង់រិសលោយចាំល ះដឹង ល ើយកដលចាំល ះដឹងទា ាំង
លនាះលែើតលចញជាដាំបូងពើការវនិិលោគលៅលលើទ្គឹះសាេ នឧតតម្សិែា សាេ ប័នទ្សាវទ្ជាវ ម្ជឈម្ ា លឧតតម្
ភាពននជាំនាញជាន់ខ្ពស់ ការទ្បែ៊ួតទ្បកជងលោយ      គ ណាធិ្បលតយយ និង ជាពិលសសគឺការប ត ះវបបធ្ម្៌ា
អាំណាននិងនិពនធលសៀវលៅ។ លលបឿនននការរ ើែចលទ្ម្ើនកផនែព រធិ និងបលចចែវរិាែាំព ងមនសនទ ះលលឿនជាងអវើ
កដលសិសស និងនិសសិតអចររ៊ួលបានពើទ្គូលៅទ្គឹះសាេ នសិែា កដលលធ្វើឱ្យលគលលៅននការអប់រ ាំលៅលពល
បចច បបននលនះ មនការទ្បឈម្ខាល ាំងជាងលពលណាទា ាំងអស់។ ឧទា រ ៍ ែន ងម្៊ួយឆ្ន ាំ មនលសៀវលៅជាង
២,២ោនចាំ ងលជើង ទ្តូវបានសរលសរ និងលបាះព ម្ព កដលែន ងលនាះទ្បលរសចិនមន៤៤០ ន់ ចាំក ែឯ
ស រដាអលម្រែិមន ៣០៥ ន់ និងទ្បលរសរ សស ើមន ១២០ ន់ចាំ ងលជើង។ 

 

ខ្ ៈលពលកដលបលចចែវរិាែាំព ងរ ើែចលទ្ម្ើនជាលរៀងរាល់នថា ម្លធ្ាបាយសទ្មប់អាំណានែ៏មន
លទ្ចើនជលទ្ម្ើសសទ្មប់សិសស និសសតិ និងសាធារ ៈជនរ៊ួម្មនការអនលសៀវលៅ ការអនលលើឧបែរ ៍ លអ
 ចិទ្តូនិែ ការអនលោយលទ្បើរូរសពទនវឆ្ល ត និងការអនលលើែ ាំពយូរ័រ កដលស រធសឹងជាម្លធ្ាបាយ  សាំខាន់ៗ
កដលនា ាំអនែអនទា ាំងឡាយឱ្យសលទ្ម្ចលគលបាំ ងអនរបស់ខ្ល៊ួ ន។ ម្ា  ងវញិលរៀត អាំណានលោយលទ្បើ
ម្លធ្ាបាយបលចចែវរិារាំលនើប ចាំណាយលពលតិច រយទ្សួលអន និងជ៊ួយដល់បរសិាេ នម្៊ួយែទ្មិ្តលរៀត។ 
នាលពលបចច បបនន សិសស និសសតិ និងសាធារ ៈជនែម្ព ជាកដលទ្សឡាញ់អាំណានែាំព ងកតលទ្បើទ្បាស់
ម្លធ្ាបាយអាំណានទា ាំងលនះ។ លបើលយើងទ្ែល ែលម្ើលលៅទ្បលរសលជឿនលលឿន លទាះបើជា  បលចចែវរិារ ើែ
ចលទ្ម្ើនខាល ាំងោ ងណា អាំណានាម្រយៈលសៀវលៅលៅកតមនសនទ ះដកដល។ ម្ា  ងវញិលរៀត បលចចែវរិា
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អនកបបរាំលនើបាម្រយៈឧបែរ ៍រាំលនើប អទ្ស័យលលើលរធភាពននធ្នធានអប់រ ាំ    ឌ្ើជើថល និងមតិកាឌ្ើ
ជើថលទ្គប់ទ្គន់កដលបានផលិត និងបលរហ ះកចែចាយសទ្មប់អាំណាន។ 

ែន ងបរបិរែម្ព ជា ជាពិលសសែន ងបរបិរននការរ ើែរាលោលននជាំងឺែូវ ើដ-១៩ទ្ែស៊ួងអប់រ ាំ យ វជន 
និងែើឡា បានជាំរ ញឱ្យមនបរវិតតែម្មឌ្ើជើថលលៅែន ងលអែូស ើកសតម្ននការអប់រ ាំ ជាពិលសសការអប់រ ាំាម្ទ្បព័នធ
លអ ចិទ្តូនិែនិងការអប់រ ាំពើចមា យលដើម្បើលលើែែម្ពស់អាំណានាម្រយៈការផលិតមតិកាឌ្ើជើថលកដលមន
ភាពចទ្មុ្ះ ការែសាងសម្តេភាពកផនែតាំ ភាា ប់និងលវរិកាឌ្ើជើថល ការពទ្ងើែវសិាលភាពននម្ជឈម្ ា ល
រិននន័យនិងការលលើែែម្ពស់គ  ភាពននការផលិតធ្នធានអប់រ ាំឌ្ើជើថល គ៊ួបផសាំជាម្៊ួយការកចែសនលឹែែិចច
ការឱ្យសសិសយែលៅលរៀនលៅផទះនិងការច ះលៅជ៊ួបសិសសជាប ត ាំ ាម្ស គម្ន៍។ ែន ងន័យលលើែែម្ពស់
អាំណាន និងភាពសម្បូរកបបននធ្នធានលសៀវលៅសិែាឱ្យកាន់កតមនទ្បសិរធភាពនិងភាពសែតិសិរធិ និងផត
ល់ឱ្កាសអាំណានកាន់កតលទ្ចើនកថម្លរៀតដល់សិសាន សិសស និសសតិ និងសាធារ ៈជន ទ្ែស៊ួងអប់រ ាំ យ 
វជន និងែើឡាលលើែរឹែចិតតនូវចាំ  ចម្៊ួយចាំន៊ួនដូចខាងលទ្កាម្៖  

1. សាង្គ្សាត ចារយ អនែទ្សាវទ្ជាវ និងប គាលិែអប់រ ាំ សូម្បនតនិងបលងកើនការលបាះព ម្ពសាន នដបកនេម្លរៀត 
លដើម្បើលធ្វើឱ្យធ្នធានសទ្មប់អាំណានកាន់កតសម្បូរកបប ជាពិលសសធ្នធានអាំណានជា
លខ្ម្រភាសា 

2. ទ្គឹះសាេ នឧតតម្សិែា សូម្ផតល់លរធភាពទ្គប់កបបោ ង លដើម្បើឱ្យប គាលិែអប់រ ាំទ្គប់លាំោប់ថ្នន ែ់ 
និង និសសតិទ្គប់ែទ្មិ្តសិែាអចចូលរ៊ួម្អន និងសិែាទ្សាវទ្ជាវាម្ទ្គប់លរធភាពជាម្៊ួយ
ធ្នធានអាំណាន ជាពិលសសការលរៀបចាំឱ្យមនលពលលវោសទ្មប់ស សិែា និងអាំណានែន ងប
ណាណ ល័យ  

3. សាង្គ្សាត ចារយាម្ម្ ខ្វជិាា  និងអនែទ្សាវទ្ជាវាម្ជាំនាញឬវស័ិយ ទ្តូវលរៀបចាំដាំល ើ រការលរៀន 
បលទ្ងៀន និងទ្សាវទ្ជាវកដលមនោែ់បញ្ចូ លែិចចការសវ័យសិែា ស សិែា   ឬការទ្សាវទ្ជាវប
ណាណ ល័យកដលតទ្មូ្វឱ្យនិសសតិ ទ្តូវអននិងទ្សាវទ្ជាវជាម្៊ួយធ្នធានអាំណាន 

4. ទ្គឹះសាេ នឧតតម្សិែា និងម្ជឈម្ ា លទ្សាវទ្ជាវ ទ្តូវខិ្តខ្ាំឱ្យអស់លរធភាពែន ងការបលងកើតបណាណ
ល័យ ម្ជឈម្ ា លរែាឯែសារ ឬម្ជឈម្ ា លអប់រ ាំឌ្ើជើថល ជាលដើម្ លដើម្បើឱ្យប គាលិែអប់រ ាំទ្គប់
លាំោប់ថ្នន ែ់និងនិសសតិទ្គប់ែទ្មិ្តសិែា អចររ៊ួលបាន និងកសវងរែទ្បភពសទ្មប់អាំណាន 
កាន់កតសម្បូរកបប និងមនភាពបត់កបន ល ល្ើយតបាម្តទ្មូ្វការអនែអន 

5. និសសតិទ្គប់ែទ្មិ្តសិែា ទ្តូវខិ្តខ្ាំនិងចាំណាយលពលអន និងចាត់រ ែវបបធ្ម្៌ា និងអែបបែិរោិ
អាំណានជាកផនែម្៊ួយ ននលពលលវោនិងភាពស ើវល័ិយននជិវតិទ្បចា ាំនថា 
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6. បងបអូ នជនរ៊ួម្ជាតិ កដលជាមាបិា ឬអនែអណាពាបាល សូម្ជ៊ួយជាំរ ញនិងបងកលែខ ៈ
កាន់កត លទ្ចើនកថម្លរៀត ជាពិលសសការនលលែចាំណាយលៅែន ងទ្គួសារសទ្មប់ការរិញសមា រៈ
សិែា លសៀវលៅអន និងឧបែរ ៍សទ្មប់អាំណានដល់ែូនៗ កដលចាត់រ ែជាការវនិិលោគ
ម្៊ួយដ៏សាំខាន់ សទ្មប់ បលងកើនចាំល ះដឹង និងអនាគតរបស់ព៊ួែលគ។ 

 

លោយមនការគ ាំទ្រពើទ្ែស៊ួងលសដាែិចច និង រិញ្ញវតេ  លៅឆ្ន ាំ២០២០ ទ្ែស៊ួងអប់រ ាំ យ វជន និងែើឡា 
បានបលងកើតមូ្លនិធិ្ទ្សាវទ្ជាវ គាំនិតនចនទ្បឌិ្ត និងនវាន វតតន៍ កដលលៅកាត់ថ្ន«មូ្លនិធិ្ ស .គ.ន »និងជា
ភាសាអង់លគលសថ្ន The Research Creativity and Innovation Fund កដលលៅកាត់ជាភាសាអង់លគលស
ថ្ន “RCI Fund”។ លគលលៅចម្បងននមូ្លនិធិ្លនះ គឺរ៊ួម្ចាំក ែលលើែែម្ពស់វបបធ្ម្៌ាននការទ្សាវទ្ជាវ បាំផ ស
គាំនិតនចនទ្បឌិ្ត និងជាំរ ញការលធ្វើនវាន វតត លដើម្បើជាទ្បលោជន៍ដល់វស័ិយអប់រ ាំ យ វជន និងែើឡា កដលល ល្ើយ
តបលៅនឹងរើផារពលែម្ម និងសាែលភាវូបនើយែម្ម។  មូ្លនិធិ្ ស .គ.ន បានសលទ្ម្ចែាំ ត់ទ្បធានបរ ជា
អរិភាពសទ្មប់ការគ ាំទ្រលោយមូ្លនិធិ្ធ្ាំចាំន៊ួន៣ រ៊ួម្មនឌ្ើជើថលយនែម្មសទ្មប់បដិវតតឧសា ែម្ម
៤.០(Digitalization for IR.4.0) 

ការទ្សាវទ្ជាវអន វតតលលើវស័ិយែសិែម្ម ( Applied Agricultural Research)និងការទ្សាវទ្ជាវ
គរ លកាសលយសតសតវតសរើ២១ (21st Century Pedagogy Research) 

 

លោយមនការលធ្វើអរិភាពវូបនើយែម្មលៅលលើរិសលៅននការលទ្បើទ្បាស់ថវកិាមូ្លនិធិ្សទ្មប់ឆ្ន ាំ
២០២០ ទ្ែស៊ួងលសដាែិចច និង រិញ្ញវតេ  និងទ្ែស៊ួងអប់រ ាំ យ វជន និងែើឡា បានផតល់ការគ ាំទ្រដល់ការ
លរៀបលរៀង និពនធ និងកែលម្អ លសៀវលៅសែិា(Text book) កដលនឹងទ្តវូលទ្បើទ្បាស់លៅែទ្មិ្តឧតតម្សែិា។ 
លគលបាំ ងននការលរៀបលរៀង និពនធ និងកែលម្អ លសៀវលៅសិែាលៅែទ្មិ្តឧតតម្សិែាគឺលដើម្បើបលងកើន
បរមិ  លលើែែម្ពស់គ  ភាព និងពទ្ងើែសម្ធ្ម្៌ាននធ្នធានសិែាជាលខ្ម្រភាសា ជូនដល់និសសតិកដល
ែាំព ងបនតការសិែា និងលទ្តៀម្ខ្ល៊ួ នលធ្វើការទ្សាវទ្ជាវលៅែទ្មិ្តឧតតម្សិែា។ លលើសពើលនះលរៀតការលរៀបលរៀង និ
ពនធ និងកែលម្អលសៀវលៅសែិាលៅែទ្មិ្តឧតតម្សិែាមនលគលលៅដូចខាងលទ្កាម្៖ 

- ល ល្ើយតបជាបនាទ ន់ចាំល ះការខ្វះខាតធ្នធានសិែា កដលជាតទ្មូ្វការសិែារបស់និសសតិ 
លៅែទ្មិ្តឧតតម្សិែា  

- លលើែែម្ពស់រាំលនើបភាវូបនើយែម្ម និងឧតតមន វតតន៍ននការលរៀននិងបលទ្ងៀន និងការទ្សាវទ្ជាវ
លៅលលើម្ ខ្វជិាា  ែម្មវធិ្ើសិែា ឬម្ ខ្ជាំនាញជាែ់ោែ់ 
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- បលងកើនភាពស ើជលទ្ៅែន ងការែសាងវជិាា ជើវៈនិងបរពិលសាធ្ន៍សទ្មប់ឋានៈសាង្គ្សាត ចារយ និង
អនែទ្សាវទ្ជាវ  

- រ៊ួម្ចាំក ែដល់ការែសាងភាពជាស គម្ន៍វជិាា ជើវៈ ការកចែរ ាំកលែបរពិលសាធ្ន៍ និងវបប
ធ្ម្៌ាននការលរៀបលរៀង និពនធ និងកែលម្អលសៀវលៅសិែាលៅែទ្មិ្តឧតតម្សិែា។ 

 

ទ្ែស៊ួងអប់រ ាំ យ វជន និងែើឡា បានវាយតនម្លខ្ពស់ចាំល ះការលបាះជាំហានទ្បែបលោយម្នសិការវជិាា ជើ
វៈននទ្គឹះសាេ នឧតតម្សិែា និងប គាលិែអប់រ ាំទា ាំងអស់ ែន ងការលរៀបចាំ លរៀបលរៀង និពនធ និងកែលម្អលសៀវលៅ
សិែា លដើម្បើបលងកើនបរមិ  លលើែែម្ពស់គ  ភាព និងពទ្ងឹងសម្ធ្ម្៌ាននធ្នធានសិែាជាលខ្ម្រភាសា ជូន
និសសតិកដលែាំព ងបនតការសិែា និងលទ្តៀម្ខ្ល៊ួ នលធ្វើការទ្សាវទ្ជាវលៅែទ្មិ្តឧតតម្សិែា។ លសៀវលៅសិែាជា
កផនែម្៊ួយននការររ៊ួលសាា ល់គ  ភាពអប់រ ាំននទ្គឹះសាេ នឧតតម្សិែា និងជាធ្នធានសិែាកដលជាមូ្លោា ន
ម្៊ួយដ៏សាំខាន់ ែន ងការគ ាំទ្រដល់ការបលទ្ងៀន និងលរៀន ល ើយទ្តូវមនបរមិ ទ្គប់ទ្គន់ ល ល្ើយតបលៅនឹងែម្ម
វធិ្ើអប់រ ាំ និងតទ្មូ្វការសិែាទ្សាវទ្ជាវ។ ជាលគលការ ៍ ទ្គឹះសាេ នឧតតម្សិែាទា ាំងអស់ ទ្តូវមនលសៀវលៅ
សិែាកដលលទ្បើជាលគលសទ្មប់ម្ ខ្វជិាា នើម្៊ួយៗ។ ចាំន៊ួនលសៀវលៅសែិាកដលទ្គប់ទ្គន់សទ្មប់ការ
ទ្សាវទ្ជាវ និងការសិែារបស់និសសតិ ទ្តូវមនោ ងតិចម្៊ួយចាំ ងលជើងែន ងម្៊ួយម្ ខ្វជិាា  ល ើយទ្តូវតម្កល់
ោ ងតិច២ចាប់ លៅែន ងបណាណ ល័យ ឬអចរែបានាម្ទ្បព័នធលអ ចិទ្តូនិែ។ ទ្ែស៊ួងអប់រ ាំ យ វជន និង
ែើឡា លលើែរឹែចិតតបកនេម្លរៀតជូនដល់ទ្គឹះសាេ នឧតតម្សិែារដា និងឯែជនកដលបានលសនើស ាំថវកិាមូ្លនិធិ្
រ៊ួច សូម្ចូលរ៊ួម្បកនេម្លរៀតលដើម្បើបលងកើនចាំន៊ួនចាំ ងលជើងលសៀវលៅ។ ចាំក ែទ្គឹះសាេ នឧតតម្សិែារដានិង
ឯែជនកដលព ាំទាន់បានោែ់ ែយលសនើស ាំ សូម្ចូលរ៊ួម្ លដើម្បើជាគ  ទ្បលោជន៍ដល់តទ្មូ្វការដ៏ររូច និងនថល
ថ្នល នននិសសតិែម្ព ជាែន ងការសិែា និងទ្សាវទ្ជាវលៅែទ្មិ្តឧតតម្សិែា។ 
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រេនកតីបញ្ជា ក ់

ច្នមូលនិធិកា ស្រាវស្រាវ គំនិតច្នៃស្របឌិត និងនវានុវតតន៍ 

 

លសៀវលៅសិែាលនះជាលរធផលននការលសនើស ាំអន វតតថវកិាមូ្លនិធិ្ការទ្សាវទ្ជាវ គាំនិតនចនទ្បឌិ្ត និងន
វាន វតតន៍ ែន ងគលទ្មងលរៀបលរៀង និពនធ និងកែលម្អលសៀវលៅសែិា កដលនឹងទ្តវូលទ្បើទ្បាស់លៅែទ្មិ្តឧតតម្សិ
ែា។ លសៀវលៅសិែាលនះ ទ្តូវបានលរៀបលរៀង និពនធ ឬកែលម្អលោយមនការធានាអះអងថ្នជាសាន នដរបស់
អនែនិពនធផ្លទ ល់ និងបាន ល្ងកាត់ទ្តួតពិនិតយ ផតល់លោបល់ និងវាយតនម្លលោយទ្ែុម្ទ្បឹែាអប់រ ាំ ទ្ែុម្ទ្បឹែា
ទ្សាវទ្ជាវ ឬទ្ែុម្ទ្បឹែាកដលមនតនម្លលសមើននទ្គឹះសាេ នឧតតម្សិែា និងាម្រយៈែិចចសនាកដលបានលធ្វើ
ល ើង និងកដលបានតម្កល់រ ែលៅមូ្លនិធិ្ការទ្សាវទ្ជាវ គាំនិតនចនទ្បឌិ្ត និងនវាន វតតន៍។ រាល់ខ្លឹម្សារ ការ
បែទ្សាយ និងរូបភាព គឺជាជាំ រនិងរសសនៈផ្លទ ល់របស់អនែនិពនធ ល ើយ ព ាំ ល្ ះបញ្ច ាំង ឬជាតាំណាងដល់
មូ្លនិធិ្ការទ្សាវទ្ជាវ គាំនិតនចនទ្បឌិ្ត និងនវាន វតតន៍ ននទ្ែស៊ួងអប់រ ាំ យ វជន និងែើឡា ល ើយ។  
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អា មភកថា 

លសៀវលៅ “ គ ិតវរិាគ នា ២” កដលលោែ អនែែាំព ងកាន់លៅនដលនះ បានលរៀបលរៀងល ើង លដើម្បើ 
ល ល្ើយតបលៅនឹងលសចែតើទ្តូវការរបស់គរ ននិសសតិ និង អនែទ្សាវទ្ជាវកដលមនបាំនងសិែា និងទ្សាវទ្ជាវ 
លោយលទ្បើភាសាជាតិ ។ការលរៀបលរៀងល ើងគឺ លដើម្បើជាំន៊ួយដល់ការបលទ្ងៀនរបស់សាសតចារយ និងការសិែា
របស់គរ និសិសតកផនែគ ិតវរិាឆ្ន ាំងរើ១ ននវរិាសាេ នគរ លកាសលយរាជធានើភនាំលពញ។ ែន ងលសៀវលៅលនះ គឺ
លយើងអចកសវងរែបាននូវឧទា រ ៍ល អៗ  និងលាំហាត់ល អៗ ជាលទ្ចើនកដលបរហ ញនូវ ទ្រឹសដើ និងតិចនិច កដល
ទ្សបាម្គាំរូននការអន វតតកបបទាន់សម័្យ និងលទ្បើវធិ្ើលផសងៗគន ។ែន ងលសៀវលៅលនះ និោយលផ្លដ តលៅលលើ ការ
អន វតតលដរ ើលវ តិចនិចគ នាអ ាំងលតទ្កាល និង ការលោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល។ 

ការអន វតតននការគ នាែន ងលសៀវលៅលនះបានផតល់លអយលយើងសាា ល់នូវរាំនាែ់រាំនងជាលទ្ចើនកដល
ផារ ភាា ប់ជាម្៊ួយម្ ខ្វជិាា លផសងលរៀតោ ងជិតសនិរធដូចជា ទ្បូបាប៊ាើលើលត ជើវវរិា រូបវរិា គើម្ើវរិា ជាំន៊ួញ 
  ិជាែម្មវសិវែម្ម និងវរិាសាង្គ្សតែ ាំពយ៊ួររ័រជាលដើម្។ 

លយើងខ្្ ាំ ទា ាំងអស់គន សងឃមឹ្ថ្ន លសៀវលៅលនះនឹងរ៊ួម្ចាំក ែផតល់នូវចាំល ះដឹងែន ងការសិែា
ទ្សាវទ្ជាវ លលើម្ ខ្វជិាា  គ នាឆ្ន ាំរើ១។ 

លយើងរង់ចា ាំលោយរ ើែរាយររ៊ួលនូវការរះិគន់សាេ បនាអាំពើមិ្តតអនែអន ទ្គប់ម្ជឈោា ន លដើម្បើជ៊ួយែ 
លាំអរលសៀវលៅលនះលអយកាន់កតមនភាពស ទ្ែិតកថម្ម្៊ួយែាំរតិលរៀត ល ល្ើយតបនឹងលពលលវោផង ទ្ពម្ទា ាំង 
សម្តេភាព របស់និសសតិផង។ 

លយើងសូម្ជូនពរលអយមិ្តតអនែអនជាប គាលកដលមនលជាគជ័យ ទ្គប់លពលលវោ។ 
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រេនកដីថ្លែងអណំ គុណ 

ជាការពិតលសៀវលៅ “ គ ិតវរិាគ នា ១” កដលលលចលចញជារូបរាងលៅលពលលនះគឺបានលែើត
ល ើងពើការខិ្តខ្ាំ និងយែចិតតរ ែោែ់ចូលរ៊ួម្ពើភាគើ និងសាេ ប័ន ែ់ព័នធជាលទ្ចើន ទ្ពម្ទា ាំងការចូលរ៊ួម្របស់
គរ សសស និងគរ និសសតិផងកដរ។ 

លយើងខ្្ ាំ/ខ្្ ាំបារ/នាងខ្្ ាំសូម្កថលងអាំ រគ  ោ ងទ្ជាលលទ្ៅបាំផ តដល់ភាគើ និងសាេ ប័ន ែ់ព័នធ 

ទា ាំងអស់ដូចជា ៖ 

- ទ្ែស៊ួងលសដាែិចច និង រិញ្ញវតេ  កដលបានគ ាំទ្រោ ងលពញរាំ ងឹដល់ទ្ែស៊ួងអប់រ ាំ យ វជន និង 
ែើឡាឱ្យបលងកើតមូ្លនិធិ្ទ្សាវទ្ជាវ គាំនិតនចនទ្បឌិ្ត និងនវាន វតតន៍ លៅកាត់ថ្ន “មូ្លនិធិ្ ស.គ.ន»។ 

- ទ្ែស៊ួងអប់រ ាំ យ វជន និងែើឡាកដលបានបលងកើតមូ្លនិធិ្ទ្សាវទ្ជាវ គាំនិតនចនទ្បឌិ្ត និងនវាន វតតន៍ 
កដលលៅកាត់ថ្ន “មូ្លនិធិ្ ស.គ.ន» លដើម្បើរ៊ួម្ចាំក ែលលើែែម្ពស់វបបធ្ម្៌ាននការទ្សាវទ្ជាវ បាំផ សគាំនិត 1 
នចនទ្បឌិ្ត និងជាំរ ញការលធ្វើនវាន វតត លដើម្បើជាទ្បលោជន៍ដល់វស័ិយអប់រ ាំ យ វជន និងែើឡា កដលល ល្ើយតប លៅ
នឹងរើផារពលែម្ម និងសាែលភាវូបនើយែម្ម។ 

- មូ្លនិធិ្ទ្សាវទ្ជាវ គាំនិតនចនទ្បឌិ្ត និងនវាន វតតន៍ កដលបានគ ាំទ្រដល់ការលរៀបលរៀង និពនធ និង កែ
លម្អលសៀវលៅសិែា (Textbook) កដលនឹងទ្តូវលទ្បើទ្បាស់លៅែទ្មិ្តឧតតម្សិែា លដើម្បើបលងកើនបរមិ លលើែ
ែម្ពស់គ  ភាព និងពទ្ងើែសម្ធ្ម្៌ាននធ្នធានសិែាជាលខ្ម្រភាសាជូនដល់និសសតិ កដលែាំព ងបនតការ
សិែា និងលទ្តៀម្ខ្ល៊ួ នលធ្វើការទ្សាវទ្ជាវលៅែទ្មិ្តឧតតម្សិែា។ 

- ឯែឧតតម្ប ាិ ត/ឯែឧតតម្វរិាសាេ នគរ លកាសលយរាជធានើភនាំលពញកដលបានចាត់ា ាំងជាគ ៈែម្ម
ការនិពនធចូលរ៊ួម្ការ លរៀបលរៀង និពនធ និងកែលម្អលសៀវលៅលៅែទ្មិ្តឧតតម្សិែាលនះ។ 

- នាយែោា នប ត ះបណាត លកដលបានចាត់ា ាំងជាគ ៈែម្មការនិពនធ និងគ ៈែម្មការទ្តួត ពិ
និតយ លលើសាន នដននការចូលរ៊ួម្ការលរៀបលរៀង និពនធ និងកែលម្អលសៀវលៅលៅែទ្មិ្តឧតតម្សិែាលនះ។ 

- លោែទ្បធាន នាយែោា នប ដ ះបណាដ លកដលទ្ពម្លទ្ពៀងររ៊ួលសិរធិជាតាំណាងអនែលរៀបលរៀង 
ែន ងការចាត់កចង និងសទ្ម្បសទ្មួ្លជាម្៊ួយទ្ែស៊ួងអប់រ ាំ យ វជន និងែើឡា ច ះ តេលលខាលលើែិចចទ្ពម្ លទ្ពៀង 
និងែិចចដាំល ើ ការរូទាត់ថវកិាាម្រយៈការលសនើស ាំ និងររ៊ួលថវកិា លបាះព ម្ព និងផសពវផាយបនតនូវ សាន នដ
លរៀបលរៀង និពនធ និងកែលម្អរបស់អនែលរៀបលរៀងែន ងការលរៀន និងបលទ្ងៀនែន ងទ្គឹះសាេ នសិែា និង ទ្បគល់សិរធិ
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ទ្សបាម្ការែាំ ត់ននែិចចទ្ពម្លទ្ពៀង សដើពើការលរៀបលរៀង និពនធ និងកែលម្អលសៀវលៅលៅ ែទ្មិ្តឧតតម្សិែា 
លទ្កាម្ការគ ាំទ្រននមូ្លនិធិ្ទ្សាវទ្ជាវ គាំនិតនចនទ្បឌិ្ត និងនវាន វតតន៍។ 

- ទ្គូឧលរទសម្ ខ្វជិាា គ ិតវរិាននវរិាសាេ នគរ លកាសលយរាជធានើភនាំលពញ កដលបានផដល់ម្តិកែលម្អ
លលើខ្លឹម្សារ ននលម្លរៀននើម្៊ួយៗ ឱ្យកាន់កតមនភាពស ទ្ែឹត និងមនលែខ ៈវរិាសាង្គ្សត។ 

លយើងខ្្ ាំ/ខ្្ ាំបារ/នាងខ្្ ាំសងឃមឹ្ថ្ន លសៀវលៅលនះនឹងល ល្ើយតបជាបនាទ ន់ចាំល ះការខ្វះខាតធ្នធាន 
សិែា កដលជាតទ្មូ្វការសិែារបស់សិសស និសសតិ លៅែទ្មិ្តវរិាល័យ និងឧតតម្សិែា។ 
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កា ប យិាយរលើមខុវិាា  

ម្ ខ្វជិាា ” គ ិតវរិាគ នា ២” គឺទ្តូវបានសរលសរល ើងទ្សបាម្ែម្មវធិ្ើសិែាថ្នន ែ់បរញិ្ញ បទ្តទ្គូ
បលទ្ងៀន ១២+៤ កផនែគ ិតវរិា ែន ងលគលបាំ ងជ៊ួយគរ និសសតិែន ងការសិែាទ្សាវទ្ជាវលលើមូ្លោា ន 
ទាែ់រងនឹងលាំហាត់គ នា ផារភាា ប់នឹងជើវភាពទ្បចា ាំនថា។ 

សិសសទ្តូវបានរ ាំពឹងថ្ននឹងលទ្បើទ្បាស់ចាំល ះដឹង និងការអន វតតគ ិតវរិារបស់ព៊ួែលគលដើម្បើលោះ
ទ្សាយបញ្ហ ។  លសៀវលៅសិែាលនះពទ្ងឹងការយល់ដឹងរបស់សិសសអាំពើម្ ខ្ររែន ងការលរៀបចាំសទ្មប់ដាំល ើ រ
ការននភាពខ្ សគន  និងការរ៊ួម្បញ្ចូ ល។  ខ្លឹម្សារែន ងលសៀវលៅលនះមនដូចតលៅ៖ 

លម្លរៀនរើ១ ការអន វតតលដរ ើលវ  

 ែន ងលម្លរៀនលនះ និសិសតែាំ ត់បាននូវ វធិ្ើសាង្គ្សតប៊ួនោ ងែន ងការាងអន គម្ន៍ អទ្ាបកទ្ម្
បទ្មូ្លធ្ម្មជាតិ និងវរិាសាង្គ្សតសងាម្ ការព ែផ តាម្អន គម្ន៍អ ិចសប  ូ ង់កសយល អទ្ា និងការបា ន់
សាម នលើលនកអ៊ា។  និសសតិអន វតតមនលាំហាត់លលើលម្លរៀន និងែន ងជើវភាពទ្បចា ាំនថាបានទ្តឹម្ទ្តូវ។ 

លម្លរៀនរើ២៖    ការលទ្បើទ្បាស់ឌ្ើលផរ  ងកសយល  

 ែន ងលម្លរៀនលនះ និសសតិែាំ ត់បានខ្លឹម្សារ កដលទាែ់រងនឹង ការគ នាចាំ  ចបរម 
ទ្រឹសដើាំម្ធ្យម្ សិែាអន គម្ន៍ អស ើម្តូតលទ្រត លើម្ើតរាងមិ្នែាំ ត់ និង ូពើាល់ វធិ្ើសាង្គ្សដញូត ន និង ទ្ពើ
ម្ើរើវ។  និសសតិអន វតតមនលាំហាត់លលើលម្លរៀន និងែន ងជើវភាពទ្បចា ាំនថាបានទ្តឹម្ទ្តូវ។ 

លម្លរៀនរើ៣    តិចនិចអ ាំងលតទ្កាល 

 ែន ងលម្លរៀនលនះ និសសតិែាំ ត់បានខ្លឹម្សារ កដលទាែ់រងនឹង វធិ្ើែន ងការគ នាអ ាំងលត
ទ្កាល ាម្វធិ្ើបតូ រអលថរ និងលោយកផនែ ទ្ពម្ទា ាំងការគ នាលោយលទ្បើទ្បាស់ាម្អន គម្ន៍លផសងៗដូចជា 
អន ម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត អន គម្ន៍ទ្បភាគសនិទាន ។  និសសតិអន វតតមនលាំហាត់លលើលម្លរៀន និងែន ងជើវភាព
ទ្បចា ាំនថាបានទ្តឹម្ទ្តូវ។ 

លម្លរៀនរើ៤    សម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល 

 ែន ងលម្លរៀនលនះ និសសតិែាំ ត់បានខ្លឹម្សារ កដលទាែ់រងនឹង វធិ្ើលោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  
ងកសយលលាំោប់១ រាង  𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓′(𝑥)  ,   𝑦′ + 𝑎𝑦 = 0, សម្ើការទ្បាែដ, រាង 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 𝑝(𝑥),

សម្ើការលើលនកអ៊ា រាងាម្កបប កប៊ានូយើ និងការជាំន៊ួស។ កផនែម្៊ួយលរៀត សម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលលាំោប់២ រាង
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𝑎𝑦′′+by'+cy=0 និង ay'' + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 𝑝(𝑥) ការគ នាចលម្លើយរូលៅាម្វធិ្ើបកទ្ម្បទ្មួ្លអលថរ ទ្ពម្
ទា ាំងការអន វតតសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល។ និសសតិអន វតតមនលាំហាត់លលើលម្លរៀន និងែន ងជើវភាពទ្បចា ាំនថាបាន
ទ្តឹម្ទ្តូវ។ 
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មូលនយ័េរងេប 

លយើងលឃើញថ្ន គាំនិតននកដនែាំ ត់ម្៊ួយលែើតល ើងលៅែន ងការពាោម្កសវងរែនផទទ្ែឡា, លម្គ  
បនាទ ត់ប ះលៅកខ្សលកាង លលបឿនននរថយនត ឬផលបូែននលស៊ារ ើគម នែាំ ត់។ លយើងមន ម្ ូកដលជាលទ្ចើនកដល
ែាំ ត់បានជាអន គម្ន៍គ ិតវរិា ល ើយអន គម្ន៍លនះនឹងទ្តូវបានយែម្ែសិែា និងអន វតតរបស់វា។
លគលគាំនិតននការគ នាកដលបានរែលឃើញរ៊ួម្មនការអន វតតលដរ ើលវ ការលទ្បើទ្បាស់ឌ្ើលផរ  ងកសយល តិចនិច
គ នាអ ាំងលតទ្កាល និងសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល។  ការសងកត់ធ្ាន់ទ្តូវបានោែ់លលើការកសវងរែែម្មវធិ្ើ
គ នាែន ងពិភពពិត សិសសទ្តូវបានរ ាំពឹងថ្ននឹងលរៀនលទ្ជើសលរ ើស និងលទ្បើទ្បាស់គ ិតវរិា ែន លងជើវភាពទ្បចា ាំ
នថា។  

ែរ ើ កដលទ្បធានបររូលៅគឺការគ នាបរមិ កដលជាកដនែាំ ត់ននបរមិ លផសងលរៀត
កដលរយទ្សួលគ នា។ វាគឺជាគាំនិតជាមូ្លោា នននកដនែាំ ត់កដលែាំ ត់ការគ នាខ្ សពើកផនែ
លផសងលរៀតនន 

គ ិតវរិា។ ាម្ពិតលយើងអចែាំ ត់ការគ នាជាកផនែននគ ិតវរិាកដលទាែ់រងនឹងកដន
ែាំ ត់។ 

បនាទ ប់ពើ Sir Isaac Newton បានបលងកើតែាំក គ នារបស់គត់ គត់បានលទ្បើវាលដើម្បើពនយល់ពើ
ចលនា 

ននភពជ ាំវញិទ្ពះអរិតយ។ សពវនថាលនះ ការគ នាទ្តូវបានលទ្បើទ្បាស់ែន ងការគ នាគនលងរបស់
ផ្លក យរ ប 

និងោនអវកាស ែន ងការរសសន៍ទាយរាំ ាំទ្បជាជន ែន ងការបា ន់ទ្បម ថ្នលតើតនម្លកាល វលែើន
ល ើងលលឿនប  ណាណ  

ការពាែរ ៍អកាសធាត  ែន ងការវាស់សទង់រិននផលលបះដូងននលបះដូង ការគ នាប ពវោភធានា
រា ប់រងអយ ជើវតិ និងែន ងវស័ិយជាលទ្ចើនលផសងលរៀត។ លយើងនឹងកសវងយល់ពើការលទ្បើទ្បាស់ម្៊ួយចាំន៊ួន 

ននការគ នាលៅែន ងលសៀវលៅលនះ។  
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ជំពូកទ្យី១ អនវុតតន៍រេ រីវ 

១.១. អស្រាបថ្ស្រមបស្រមលូធមាាតិ និងវិទ្យាាស្តេតេងគម 

លយើងដឹងល ើយថ្ន ( )y f x=  លនាះលដរ ើលវ dx

dy
 អចបរហ ញជាអទ្ាននការកទ្បទ្បួលនន y  លធ្ៀបលៅ

នឹង x  ។ លៅែន ងចាំន ចលនះលយើងនឹងបរហ ញននការលទ្បើទ្បាស់វាលៅែន ងរូបវរិា គើម្ើវរិា ជើវវរិា លសដាែិចច និង 
វរិាសាង្គ្សតលផសងៗ ។ ដូចបានបែទ្សាយែន ងចាំន ច 2.7  លបើ x  កទ្បទ្បួលពើ 

1
x  លៅ

2
x  លនាះ 2 1x xx = −  

ដូចគន  បកទ្ម្បទ្មួ្ល ( )y f x=  គឺ 2 1 2 1( ) ( )xy y y f x f− = = −  លនាះលគបាន 2 1

2 1

( ) ( )

x

y

x

f x f x

x

−
=

−




 ជាប

កទ្ម្បទ្មួ្លម្ធ្យម្ នន y  លធ្ៀបនឹង x  លៅលលើចលនាល ះ 1 2[ ; ]x x  ល ើយែ៏អចបែទ្សាយជាលម្គ  ទ្បាប់រិស
ននបនាទ ត់ PQ  ដូចរូប រើ1 ។ លើម្ើតរបស់វាលពល 0x →  គឺជាលដរ ើលវ 1'( )f x   

 
ជាលម្គ  ទ្បាប់រិស នន បនាទ ត់ប ះលៅទ្តង់ចាំន ច 1 1( ; ( ))P x f x  ។ ាម្ការែាំ ត់និមិ្តតសញ្ញ របស់ 

Leibniz  លយើងបានរទ្ម្ង់ ដូចខាង លទ្កាម្ៈ 
0

lim
x x

dy

dx

y

 →




=   

 

លៅែន ងរូបវរិា 

លបើ ( )s f t=  ជាអន គម្ន៍ននរើា ាំងរបស់ភាគល អិតម្៊ួយកដលផ្លល ស់រើលលើបនាទ ត់ទ្តង់ម្៊ួយ  លនាះលគ
បាន s

t




 តាំនាងឲ្យបកទ្ម្បទ្មួ្លម្ធ្យម្របស់លលបឿនលធ្ៀបនឹងរយៈលពល t  ល ើយ ds

v
dt

=  តាំនាងឲ្យ វ ចិរ័រ
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លលបឿនខ្ ៈ (អទ្ាននបកទ្ម្បទ្មួ្លបមល ស់រើសេិតលៅខ្ ៈលពលណាម្៊ួយ( ។ អទ្ាបកទ្ម្បទ្មួ្លខ្ ៈ
ននវ ចិរ័រ លលបឿន លធ្ៀបលៅនឹងលពលគឺជាលម្គ  ទ្បាប់រិស ( ) '( ) "( )a t v t s t= =  ។ 

ឧទា រ ៍រើ ១. រើា ាំងននភាគល អិតម្៊ួយទ្តូវបានឲ្យលោយសម្ើការដូចខាងលទ្កាម្ៈ  
3 2( ) 6 9s f t t t t= = − +  កដល t  គិតជាវនិារើ និង s  គិតជាកម្ ទ្ត ។ 

.a  រែវ ចិរ័រលលបឿនលៅខ្ ៈ t   

.b  លតើវ ចិរ័រលលបឿនមនតនម្លប  នាម នបនាទ ប់ពើ 2 & 4s s  ។ 

.c លតើភាគល អិតឈប់លៅលពលណា ?   

.d  លតើលពលណាកដលភាគល អិតលឆ្ព ះលៅម្ ខ្ (រិសលៅវជិាមន( ?   

.e  គូសដាទ្កាម្តាំណាងឲ្យបមល ស់រើននភាគល អិតលនះ ។ 

.f  រែចមា យចរសរ បរបស់ភាគល អិតែន ងែាំ  ង 5s  ដាំបូង ។ 

.g  រែលម្គ  ទ្បាប់រិសលៅខ្ ៈ t  និងបនាទ ប់ពើ 4s  ។ 

.h  គូសទ្កា វននរើា ាំង លលបឿន និងលម្គ  ទ្បាប់រិស របស់អន គម្ន៍ចលនាចាំល ះ 0 5t    

.i  លតើលពលណាលលបឿនននភាគល អិតលែើនល ើង ?  ល ើយលពលណាលលបឿនថយច ះ ?   

ដាំលណាះទ្សាយ 

.a   អន គម្ន៍លលបឿនជាលដរ ើលវននអន គម្ន៍រើា ាំង  
3 2( ) 6 9s f t t t t= = − +  2( ) 3 12 9

ds
v t t t

dt
 = = − +   

.b   លលបឿនបនាទ ប់ពើ 2s  មនន័យថ្ន លលបឿនខ្ ៈលពល  2t =  លនាះលគបាន 
2

2(2) | 3(2) 12(2) 9 3 /t

ds
v m s

dt
== = − + = −

  
លលបឿនបនាទ ប់ពើ 4s  គឺ 2(4) 3(4) 12(4) 9 9 /v m s= − + =   

.c  ភាគល អិតឈប់កាលណា ( ) 0v t =   
2 23 12 9 3( 4 3) 3( 1)( 3) 0t t t t t t − + = − + = − − =   
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1 3t or t = =   
ដូចលនះ ភាគល អិតបានឈប់បនាទ ប់ពើ 1s  និង បនាទ ប់ 3s  ។ 

.d  ភាគល អិតផ្លល ស់រើលៅរិសលៅវជិាមនកាលណា ( ) 0v t    
23 12 9 3( 1)( 3) 0t t t t − + = − −    

វសិម្ើការពិតកាលណា 3t   ឫ 1t    

ដូចលនះ ភាគល អិតផ្លល ស់រើាម្រិសលៅវជិាមនែន ងចលនាល ះលពល 1 & 3t t    

វាផ្លល ស់រើបែលទ្កាយែន ងរិសលៅអវជិាមនលពលណា 1 3t   ។ 

.e  លទ្បើទ្បាស់រាំនាែ់រាំនងពើចាំន ច d  លយើងបានទ្កា វតាំនាងននចលនាដូចខាងលទ្កាម្  

 
 

.f  រែចមា យសរ បកដលភាគល អិតផ្លល ស់រើែន ងរយៈលពល 5s  ដាំបូង 

ពើចាំន ច &d e  លយើងទ្តូវគ នាចមា យចរែន ងចលនាល ះលពល [0,1];[1,3];[3,5] នើម្៊ួយៗចមា យែន ង
ម្៊ួយវនិារើដាំបូង | (1) (0) | | 4 0 | 4f f m− = − =  ចមា យែន ងចលនាល ះលពលពើ 1 3t t= → =  គឺ
| (3) (1) | | 0 4 | 4f f m− = − =   

ចមា យចរែន ងចលនាល ះលពលពើ 3 5t t= → =  គឺ | (5) (3) | | 20 0 | 20f f m− = − =  ចមា យសរ បគឺ 
4 4 20 28m+ + =   

.g  សាំរ ះជាលដរ ើលវននអន គម្ន៍លលបឿន 
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លយើងបាន 
2

2
( ) 6 12

d s dv
a t t

dt dt
= = = −

  
2(4) 6 4 12 12 /a m s =  − =   

.h  រូបរើ៣ បរហ ញពើទ្កា វននចមា យចរ លលបឿន និងសាំរ ះ 

 
 

.i  លលបឿនរបស់ភាគល អិតមនការលែើនល ើង កាលណាលលបឿន និងសាំរ ះមនសញ្ញ ដូចគន  ។ 

 
 

ឧ២. ទ្បសិនលបើដាំបង ឫបាំក ែននល៊ួសមនលែខ ៈដូចគន  លនាះដង់ស ើលតលើលនកអ៊ាររបស់វាគឺដូច
គន  ល ើយទ្តូវបានែាំ ត់ជាម សែន ងម្៊ួយឯែាទ្បកវង m

l
 =  គិតជាគើ ូទ្កាម្ែន ងម្៊ួយកម្ ទ្ត ។ លទាះជា

ោ ងណា សនមតថ្នដាំបងលនះមិ្នមនលែខ ៈដូចគន  កតវាទ្តូវបានវាស់ពើច ងខាងល វ្ងរបស់វារ ូតដល់ចាំន 
ចម្៊ួយលោយទ្បកវង x  គឺ ( )m f x=    ដូចបានបរហ ញែន ងរូបរើទ្បា ាំ 
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 ដាំបងមនម ស 𝑓(𝑥) 

ម សកផនែននដាំបងកដលសេិតលៅចលនាល ះ 1x x=  និង 2x x=  ទ្តូវបានលគឲ្យលោយ 
2 1) ( )( fm f x x= −  ដូចលនះដង់ស ើលតម្ធ្យម្ននកផនែរបស់ដាំបងគឺ ដង់ស ើលតម្ធ្យម្

2 1

2 1

( ) ( )f x

x

f

x

m x

x

−
=

 −


=   

លយើងាង 0x →  មនន័យថ្ន 2 1x x→  ដង់ស ើលតលើលនកអ៊ារ (The Linear Density) p  លៅទ្តង់ 
1x  គឺជាលើម្ើតននដង់ស ើលតម្ធ្យម្ លពលកដល 0x →  ។ បានន័យថ្ន ដង់ស ើលតលើលនកអ៊ារ គឺជាអទ្ាននបកទ្ម្

បទ្មួ្លម ស លធ្ៀបលៅនឹងបកទ្ម្បទ្មួ្លទ្បកវង ។ ជាតាំនាងៈ 
0

lim
x

m

x

dm

dx


→ 
= =

  លនាះ ដង់ស ើលតលើលនកអ៊ារនន
ដាំបង គឺជាលដរ ើលវននម ស លធ្ៀបនឹងទ្បកវង ។ ជាឧទា រ ៍ លបើ ( )m f x x= =  កដល x  គឺគិតជាកម្ ទ្ត 
ល ើយ m  គិតជាគើ ូទ្កាម្ ។ ដង់ស ើលតម្ធ្យម្កផនែននដាំបងឲ្យលោយ 1 1.2x   គឺ 

(1.2) (1) 1.2 1

1.2 1 0.2
0.48 /

m
k m

x

f f
g

− −
= =

−





  

លោយ Density right លៅទ្តង់ 1x =  គឺ 
1 1

1
0.50 /

2x x

dm
p kg m

dx x= =

= = =   

ឧ៣.  មនចរនតម្៊ួយ ល្ងកាត់លៅលពលកដលបនទ ែអគាិសនើផ្លល ស់រើ ។ (រូបរើ៦( បរហ ញពើ កផនែម្៊ួយ
ននល៊ួស និង លអ ចិទ្តុងផ្លល ស់រើលៅលលើនផទបលង់ កដលមនទ្សលមលព ៌ា ទ្ែ ម្ ។ លបើសិន Q  គឺជាបនទ ែ
ស រធកដល្លងកាត់លលើនផទលនះែន ងែាំ  ងលពលម្៊ួយ t  លពលលនាះចរនតម្ធ្យម្ែន ងែាំ  ងចលនាល ះលពលលនះគឺ
ែាំ ត់លោយៈ 
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ចរនតម្ធ្យម្
2 1

2 1

Q

t

Q Q

t t

−
=

 −


=

 

ដូចនឹងឧ២. លបើាង 0t →  លនាះចរនត I  លៅទ្តង់លពល 1t  គឺ 
0

lim
t

dQ
I

dt

Q

t→ 
= =

  លនាះលគបាន
ចរនត គឺអទ្ាកដលបនទ ែ ល្ងកាត់លលើនផទ។វាទ្តូវបានវាស់ជាឯែាននបនទ ែែន ងម្៊ួយឯែា(  ាំែន ងម្៊ួយវនិារើ 
លៅថ្ន អាំកព ( ។ 

 វ ចិរ័រលលបឿន ដង់ស ើលត និងអ ាំងតង់ស ើលតចរនត គឺមិ្នទ្តឹម្កតជាអទ្ាននបកទ្ម្បទ្មួ្ល
ប  លណាណ ះលរ 

  

លៅែន ងគើម្ើវរិា  

ឧ៤. ទ្បតិែម្មគើម្ើ ជាទ្បតិែម្មកដលបលងកើតបានជាផលិតផល កដលបានម្ែពើសមសធាត ពើរលទ្ចើន
ទ្បតិែម្មគន  ។ 

2 2 22 2 0H O H+ →   
បានម្ែពើ ពើរម្ ូលលគ លអ ើទ្ដូកសន ម្៊ួយម្ ូលលគ លអ ែស ើកសន រ៊ួម្ផសាំគន  បលងកើតបានជា ពើរម្ ូលលគ ល

រឹែ ពិនិតយទ្បតិែម្មៈ A B C+ →   

កដល &A B  ជាអងាធាត ទ្បតិែរ ល ើយ C  ជាផលិតផល ឫអងាធាត ែលែើត ។ ែាំហាប់ននអងាធាត 
ទ្បតិែរ A  ជាចាំន៊ួនម្ ូលែន ងម្៊ួយលើទ្ត ឫ ជាផលលធ្ៀបននចាំន៊ួនម្ ូលលៅនឹងលើទ្ត ល ើយលគែាំ ត់ាងែាំហា
ប់នន A  លោយ [ ]A  ែាំហាប់លផសងៗលរៀតែន ងលពលទ្បតិែម្មដូចជា [ ];[ ];[ ]A B C  គឺជាអន គម្ន៍នន t  ។
លលបឿនម្ធ្យម្ននផលិតផល C  លលើចលនាល ះលពល 1 2t t t   គឺ 2 1

2 1

[ ]( ) ][ [ ( )] C

t

t C t

t

C

t


=

−

−  កតគើម្ើវរូិចាប់

អរម្ម ៍លទ្ចើនលៅលលើលលបឿនខ្ ៈននទ្បតិែម្ម កដលបានពើលើម្ើតននលលបឿនម្ធ្យម្ននទ្បតិែម្មលធ្ៀបនឹង
ចលនាល ះលពល 0t →  លយើងបាន  

លលបឿនននទ្បតិែម្ម
0

] [ ]
m

[
li
t t

C d

dt

C

→
= =




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លពលដាំល ើ រការននទ្បតិែម្ម លពលលនាះែាំហាប់ននអងាធាត ែលែើតលែើនល ើង លនាះលដរ ើលវ [ ]
0

d C

dt
  

ល ើយលលបឿនននទ្បតិែម្មវជិាមន ល ើយែន ងលពលលនាះកដរ ែាំហាប់ននអងាធាត ទ្បតិែរែ៏ចាប់លផដើម្ថយច ះ 
ល ត លនះលដើម្បើឲ្យលលបឿនននទ្បតិែម្ម [ ] & [ ]A B  វជិាមន លយើងទ្តូវោែ់សញ្ញ ដែពើម្ ខ្លដរ ើលវនន 

[ ] [ ]
&

d A d B

dt dt
 ។ លយើងបានៈ 

    លលបឿនននទ្បតិែម្ម [ ] [ ] [ ]d C d A d B

dt dt dt
= = − = −   

ជារ៊ួលៅសម្ើការននទ្បតិែម្មមនរទ្ម្ង់ aA bB cC dD+ → +   

លយើងបាន 
1 [ ] 1 [ ] 1 [ ] 1 [ ]d A d B d C d D

a dt b dt c dt d dt
− = − = =

  

លលបឿនននទ្បតិែម្ម ែ៏លយើងអចែាំ ត់បានផងកដរាម្រយៈរិននន័យ និងទ្កា វែិកដលលគឲ្យ ។ 

 

លៅែន ងជើវវរិា 

ឧ.៦ លគឲ្យ ( )n f t=  ជាចាំន៊ួនននឯែតតលែខ ៈលផសងៗគន  លៅែន ងសតវ ឫ រ ែខជាតិ លៅែន ងរយៈលពល 
t  ។ ការផ្លល ស់បតូ រននសែល គឺសេិតលៅខ្ ៈ 1t t=  and 2t t=  is 2 1))( (f tn f t= −  លនាះអទ្ាននការលែើន

ល ើងម្ធ្យម្ែន ងែាំ  ងលពល 1 2t t t   គឺ  អទ្ាននការលែើនល ើងម្ធ្យម្ 2 1

2 1

)( ) (f t f t

t

n

t t

−
=

 −


=   

អទ្ាននការលែើនល ើងខ្ ៈ ( Instantaneous rate of growth ) គឺបានម្ែពើលើម្ើតននអទ្ានន
ការលែើនល ើងម្ធ្យម្លោយែាំ ត់ 0t →  ។ លនាះលគបានអទ្ាននការលែើនល ើងគឺអទ្ាែាំល ើ ន

0
lim
t

d

t

n

t

n

d→


=


=   
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និោយឲ្យជាែ់ោែ់ វាមិ្នទ្តឹម្ទ្តូវលរពើលទ្ ះទ្កា វពិតទ្បាែដននអន គម្ន៍ចាំន៊ួន ( )n f t=  អច

ជា Step Function ( ជាអន គម្ន៍កដលលែើនល ើង ឫច ះោ ងឆ្ប់រ ័សពើចាំន៊ួនលថរម្៊ួយ លៅចាំន៊ួនលថរម្៊ួយ
លផសងលរៀត ) លនាះគឺវាមនភាពោច់លោយក ែពើគន  ( មិ្នកម្នជាប់គន  ( លៅលពលកដលលែើត ឫសាល ប់ លនាះ
វាមិ្នមនលដរ ើលវលរ ។ ោ ងណាែ៏លោយ ចាំល ះសតវធ្ាំៗ ឫែ៏ចាំន៊ួនរ ែខជាតិ លយើងែ៏អចជាំន៊ួសវាលោយការកខ្ស
លកាងកដលមនលែខ ៈទ្បហាែ់ទ្បក លដូចែន ងរូបរើទ្បា ាំពើរ ។  

លដើម្បើជាែ់ោែ់ ពិនិតយពើចាំន៊ួនបាែ់លតរ ើលៅែន ងឧបែរ ៍ផទ ែសារធាត ចិញ្ច ឹម្ម្៊ួយ ។ ល ើយសនមតថ្ន 
ាម្រយៈការលធ្វើគាំរូចាំន៊ួនបាែ់លតរ ើលៅចលនាល ះលពលជាែ់ោែ់ណាម្៊ួយ លនាះវាទ្តូវបានែាំ ត់ថ្នចាំន៊ួនបាែ់លតរ ើ
លែើនល ើងលរវដងជាលរៀងរាល់លម ង ។ លបើចាំន៊ួនបាែ់លតរ ើដាំបូងគឺ 0n   ល ើយរយៈលពល t  គិតជាលម ង ។ 

លនាះលយើងបានៈ 

    0(1) 2 (0) 2f f n= =   

    0

2(2) 2 (1) 2f f n= =   

    0

3(3) 2 (2) 2f f n= =   
ល ើយជារូលៅ   0( ) 2tf t n=   

អន គម្ន៍ននចាំន៊ួនបាែ់លតរ ើ  
0 2tn n=   

លៅែន ង 3.4  លយើងបានបរហ ញថ្នៈ ( ) lx xd
a a a

dx
=   

លនាះអទ្ាននការលែើនល ើងរបស់បាែ់លតរ ើលៅខ្ ៈលពល t  គឺៈ ( )0 02 2 ln 2t tdn d
n n

dt dt
= =   
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សទ្មប់ឧទា រ ៍លនះ សនមតថ្ន 0 100n =  បាែ់លតរ ើ លនាះអទ្ាននការលែើនល ើងរបស់បាែ់លតរ ើ
បនាទ ប់ពើប៊ួនលម ងគឺ 

( )

4

4

100 2 l 9n 2 1600l 1n 2 1 0
t

dn

dt =

= =   លនាះមនន័យថ្ន បនាទ ប់ពើរយៈលពល 4  

លម ង លនាះចាំន៊ួនបាែ់លតរ ើកដលលែើនល ើងលោយអទ្ាទ្បក ល 1109  បាែ់លតរ ើែន ងម្៊ួយលម ង ។ 

ឧទា រ ៍៧. លពលកដលលយើងពិនិតយពើលាំ ូរឈាម្ាម្រយៈសរនសឈាម្ដូចជា សរនសកវ  ន ឫ 
សរនសអែករ ។ លយើងអចយែគាំរូាម្សរនសឈាម្លោយបាំពង់ស ើឡា ាំងកដលមនកា ាំ R និង ទ្បកវង l  ដូច
បរហ ញែន ងរូបរើ ៨ ។ 

 
 

លោយសារកតការែែិតលៅនឹងជញ្ា ាំងននបាំពង់ ។ លលបឿន ននឈាម្គឺមនតនម្លធ្ាំបាំថ តាម្អ័ែស
ែណាដ លននបាំពង់ ល ើយថយច ះលៅចមា យ r  ពើអ័ែសលែើនល ើងររ ូតដល់លលបឿនលសមើនឹងសូនយលពលលៅ
ជាប់ជញ្ា ាំង ។ រាំនាែ់រាំនងរវាង v  និង r  ទ្តូវបានផតល់ឲ្យលោយ ចាប់ននលាំ ូរឡាម្ើណា កដលទ្តូវបានរែ

លឃើញលោយរូបវរូិជនជាតិបារា ាំងលៅឆ្ន ាំ1840 ។ ចាប់លនាះគឺែាំ ត់លោយនិមិ្តតសញ្ញ ៈ ( )2 2

4

P
v R r

l
= −  

( )1    

កដល   ជា Blood Viscosity ( ការវាស់កវងននែទ្មស់ និងភាពសអិតរម្៊ួតននឈាម្របស់ម្ន សសមន
ែ់ៗ ាម្រយៈសរនសឈាម្ ) និង P  ជាសមព ធ្ខ្ សគន រវាងច ងបាំពង់ ។ លបើ P  និង l   គឺលថរ លនាះ v  ជា
អន គម្ន៍នន r  លលើកដនែាំ ត់  0, R  ។  

អទ្ាម្ធ្យម្ននបកទ្ម្បទ្មួ្លរបស់លលបឿនលៅលពលបតូ រពើ 1r r=  លៅ 2r r=  កដលទ្តូវបានផដល់ឲ្យៈ  

2 1

2 1

( ) ( )

r

v

r

v r v r

r

−
=

−



   
ល ើយលបើាង 0r →  លនាះលយើងបាន ជទ្មលលលបឿន ( Velocity Gradient លនាះគឺជាអទ្ាខ្

 ៈននបកទ្ម្បទ្មួ្លរបស់លលបឿនលធ្ៀបលៅនឹង( អទ្ស័យ r  (លនាះាងលោយៈ 
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ជទ្មលលលបឿន 0
lim
r

dv
velocity gradient

r dr

v

 →
= =




=

  

ាម្សម្ើការ ( )1  លយើងបានៈ  

( )
Pr

0 2
4 2

dv P
r

dr l l 
= − = −

  
សទ្មប់សរនសឈាម្តូចម្៊ួយែន ងចាំលនាម្សរនសឈាម្តូចៗរបស់ម្ន សសលយើងលយើងអចយែ 

0.027n =  0.008R cm=  2l cm=  24000 /P dynes cm=  លយើងបានៈ 

( )
( )24000
0.000064

4 0.027 2
v r= −

    

  ( )4 5 26. 01.85 0 41 1 r− −   
លៅលពល 0.002r cm=  ឈាម្គឺ ូរលោយលលបឿនៈ 

( ) ( )4 6 60.002 64 01.85 10 1 4 10v − −   −   

    1.11 /cm s=   
ល ើយជទ្មលននលលបឿនលៅទ្តង់ចាំន ចលនះគឺៈ  

( )

( )
( )

0.002

4000 0.002
74 / /

2 0.027 2r

dv
cm s cm

dr =

= − = −

  
លយើងដូរឯែាពើសង់រើកម្ ទ្ត លៅ ម្ើទ្ែូកម្ ទ្ត ( 1 10000 )cm m=  លនាះលយើងបានកា ាំននសរនស

ឈាម្គឺ 80 m  ។ វ ចិរ័រលលបឿនលៅអ័ែសែណាដ លគឺ 11850 /m s  កដលថយច ះលៅ 11110 /m s  លៅ
ចមា យននកា ាំ 20r m=  ជាការពិត 74 /

dv
m s

dr
= −  មនន័យថ្ន លពលកា ាំ 20r m=  វ ើចរ័រលលបឿនគឺ

ថយច ះលោយអទ្ាទ្បក ល 74 /m s  ។ 

លៅែន ងលសដាែិចច 

ឧទា រ ៍៨. សនមតថ្ន ( )C x  ជាការចាំនាយសរ បកដលទ្ែុម្ ៊ា នទ្តូវផលិតនូវរាំនិញឯែា x  ។  
អន គម្ន៍ C  ទ្តូវបានលគលៅថ្នជាអន គម្ន៍ចាំនាយ ។ លបើសិនជាចាំន៊ួនននរាំនិញកដលបានផលិតលែើនពើ 

1 2x x→  លនាះតនម្លកដលទ្តូវបកនេម្គឺ 2 1) ( )( CC C x x= −  ល ើយអទ្ាម្ធ្យម្ននការកទ្បទ្បួលតនម្លគឺ 
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2 1 1 1

2 1

( ) ( ) ( )) (C x C x C x

x x x

x C xC

x

 − − +
=

 − 
=

  
លើម្ើតននបរមិ លនះ លពល 0x →  លនាះជាអទ្ាខ្ ៈននការកទ្បទ្បូលការចាំនាយលោយ

អទ្ស័យលៅនឹងចាំន៊ួនរាំនិញកដលបានផលិត ទ្តូវបានលគលៅថ្ន Marginal Cost លោយអនែលសដាែិចច ។ 

Marginal Cost
0

lim
x

d

x

C

x

C

d→


=


=     

យែ 1x =  ល ើយ n  ធ្ាំ លនាះ x  គឺតូចលធ្ៀបលៅនឹង n  លយើងបានៈ ( 1) (( ) )' C n nC n C + −   

លគាងននអន គម្ន៍ចាំនាយសរ បលោយអន គម្ន៍ព  ធាៈ 2 3( )C x a bx cx dx= + + +  កដល a  តាំ
នាងឲ្យការចាំនាយលលើស ( ជ៊ួល ែាំលៅ ការកថទា ាំ ( ល ើយត៊ួលផសងលរៀតតាំនាងឲ្យ វតេ ធាត លដើម្ ែមល ាំងពលែម្ម 
ជាលដើម្ ។ 

( ការចាំនាយលៅលលើវតេ ធាត លដើម្ សមមទ្តលៅនឹងអញ្ញ ត x  កតការចាំនាយលៅលលើពលែម្មសម
មទ្តលៅនឹងសវ័យគ  ខ្ពស់នន x  លោយសារកតការចាំនាយលលើបកនេម្លម ង ល ើយនិង ការ ែ់ព័នធគម ន
ទ្បសិរធភាពម្៊ួយចាំន៊ួន។ (ជាឧទា រ ៍ សនមតថ្នទ្ែុម្ ៊ា នបានបា ន់សាម នការចាំនាយគិតជាដ ោល រលៅែន ង
ការផលិតរាំនិញ x  ឯែា លនាះគឺៈ 2( ) 10000 5 0.01C x x x= + +  លនាះ Marginal Cost គឺ 

'( ) 5 0.02C x x= +  ការចាំនាយតិចត៊ួចលៅនឹងែទ្មិ្តននការផលិតរាំនិញចាំន៊ួន 500  គឺៈ 
'(500) 5 0.02 m/500 $15 iteC = +  =  លនះផតល់នូវអទ្ាននការចាំនាយកដលែាំព ងលែើនល ើងលោយអទ្ស័យ

លៅលលើផលិតផលកដលផលិតលៅលពល 500x =  ល ើយនឹងបា ន់សាម នពើការចាំនាយលៅលលើផលិតផលរើ 
501 ។ការចាំនាយជាែ់កសដងលៅលលើផលិតផលរើ 501 គឺៈ 

2(501) (500) 10000 5(501) 0.01(501)C C  − = + +   −  
210000 5(500) 0.01(500) + +    

     =  $15.01  
ចាំនា ាំថ្នៈ (501) (500)'(500)C C C −   

វរិាសាង្គ្សតលផសងៗ 

អទ្ាននការផ្លល ស់បតូ រលែើតល ើងលៅែន ងវរិាសាង្គ្សតទា ាំងអស់លនះ ។ ភូគពាវរូិមន ែ់បានចាប់អរម្ម ៍
ចង់ដឹងពើអទ្ាកដលថមរោយែន ងរាងកាយទ្តជាែ់លោយទ្បមូ្លែាំលៅលៅែន ងថមព័រធជ ាំវញិ ។ វសិវែរមន ែ់ចង់
ដឹងពើអទ្ាកដល ូរលចញ និង ូរចូលពើអងសត ែរឹែម្៊ួយ ។ អនែភូមិ្សាង្គ្សតចាប់អរម្ម ៍ចង់ដឹងពើអទ្ានន
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ដង់ស ើលតទ្បជាជនលៅែន ងទ្ែុង ខ្ ៈចមា យពើរើទ្ែុងទ្តូវបានលែើនល ើង ។ អនែឧត និយម្មនការទ្ពួយ
បារម្ាពើអទ្ាននការផ្លល ស់បតូ រសមព ធ្នសបរោិកាសទាែ់រងនឹងែម្ពស់ ។  

១.២.កំរណើ នអុិនេ្ បណូង់ថ្េយល និង កា ពុកផុយ (Exponential Growth and Decay) 

លៅែន ងបាត ភូតធ្ម្មជាតិបរមិ លែើនល ើង ឫថយច ះាម្អទ្ាសមមទ្តលៅនឹងរាំ ាំរបស់វា ។ 
ជាឧទា រ ៍ លបើ ( )y f t=  ជាចាំន៊ួនឯែតតលែខ ៈរបស់សតវ ឫបាែ់លតរ ើលៅខ្ ៈលពល t  ល ើយបនាទ ប់
ម្ែវាហាែ់ដូចជាសម្ល ត ផលែន ងការរ ាំពឹងថ្នអទ្ាែាំល ើ ន ( )'f t  សមមទ្តលៅនឹងចាំន៊ួនទ្បជាជន 
( )f t   លនាះលគបាន ( ) ( )'f t kf t=  កដល k  ជាចាំន៊ួនលថរ ។ ជាការពិតសេិតែន ងលែខខ្ ា ល អទ្បលសើរម្៊ួយ ( 

បរសិាេ នគម នកដនែាំ ត់ អហារូបតេម្ាទ្គប់ទ្គន់ ភាពសា ាំនឹងជម្ាឹ ( រទ្ម្ង់ែន ងគ ិតវរិាកដលឲ្យលោយស
ម្ើការ ( ) ( )'f t kf t=  ល ើយរសសន៍ទាយនូវអវើកដលលែើតល ើងពិតទ្បាែដទ្តឹម្ទ្តូវ ។ ជាឧទា រ ៍កដល
លៅែន ងរូបវរិាន យលែលកអ៊ារកដលម សសារធាត វរិយ សែម្មថយច ះែន ងអទ្ាសមមទ្តលៅនឹងម ស ។ លៅែន ង
គើម្ើវរិា អទ្ាននទ្បតិែម្មលាំោប់ដាំបូងកដលមិ្នអចទ្គប់ទ្គងបានលោយសមមទ្តលៅនឹងែាំហាប់ននសារ
ធាត  ។  

លៅែន ង រិញ្ញវតេ ននគ នើសនសាំជាម្៊ួយនឹងការទ្បាែ់កដលបានបូែបញ្ចូ លគន ជាបនតបនាទ ប់ែន ងអទ្ា
សមមទ្តលៅនឹងតនម្លលនាះ ។ 

ជារូលៅ លបើ ( )y t  ជាតនម្លននបរមិ  y  លៅខ្ ៈលពល t  ល ើយលបើអទ្ាបកទ្ម្បទ្មួ្លនន y  
អទ្ស័យលៅនឹង t  គឺសមមទ្តលៅនឹងរាំ ាំរបស់វា ( )y t  លៅខ្ ៈលពលណាម្៊ួយ លពលលនាះលគែាំ ត់បា
នៈ 

 

( )1  
dy

ky
dt

=   

 

កដល k  ជាចាំន៊ួនលថរម្៊ួយ  
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សម្ើការ ( )1  លគលៅថ្ន ចាប់ននការលែើនល ើងធ្ម្មជាតិ ( )Law of natural growth  លបើ 0k    

ចាប់ននការថយច ះធ្ម្មជាតិ ( )Law of natural decay  លបើ 0k    

វាទ្តូវបានលគលៅថ្ន សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលោយសារកតវា ែ់ព័នធនឹងអន គម្ន៍កដលមិ្នសាា ល់
ម្៊ួយ y  ល ើយលដរ ើលវរបស់វា dy

dt
 ។ 

វាពិបាែែន ងការរែដាំលនាះទ្សាយសម្ើការននសម្ើការ (1)  ល ើយសម្ើការលនះចង់លសនើឲ្យលយើងរែអន 
គម្ន៍ម្៊ួយកដលលដរ ើលវរបស់វាគឺជាផលគ  ចាំន៊ួនលថរននខ្ល៊ួ នវា ។ 

អន គម្ន៍អ ិចសប  ូ ង់កសយលកដលមនរទ្ម្ង់ ( ) kty t Ce=  កដល C  ជាចាំន៊ួនលថរ លផទៀងផ្លទ ត់លៅនឹង 

'( ) ( ) ( ) ( )kt kty t C ke k Ce ky t= = =  
លយើងនឹងលឃើញលៅចាំន ច 9.4  កដលអន គម្ន៍ខ្លះ លផទៀងផ្លទ ត់ dy

ky
dt

=  ទ្តូវកតមនរទ្ម្ង់ kty Ce=   

លដើម្បើដឹងពើសារៈសាំខាន់ននចាំន៊ួនលថរ C   លយើងសលងកតលឃើញថ្នៈ 
0(0) ky Ce C= =   

លនាះ C  ជាតនម្លដាំបូងននអន គម្ន៍ ។ 

( )2  ទ្រឹសដើបរៈ ដាំលណាះទ្សាយននសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល dy
ky

dt
=  ជាអន គម្ន៍អ ិចសប  ូ ង់កសយល  

                                                            ( ) ( )0 kty t y e=   

ែាំល ើ នទ្បជាជន 

លតើចាំន៊ួនលថរ k  មនសារៈសាំខាន់ដូចលម្តច ?   

លៅែន ងបរបិរននែាំល ើ នទ្បជាជនកដល ( )P t   ជារាំ ាំននទ្បជាជនលៅខ្ ៈលពលលនាះ ។ លយើង
អចសរលសរៈ 

( )3  
1dP dP

kP k
dt P dt

=  =   



  

 

 31  

 

បរមិ  1 dP

P dt
 គឺអទ្ាននែាំល ើ នទ្បជាជនកចែនឹងរាំ ាំទ្បជាជន ឫទ្តូវបានលគលៅថ្នអទ្ា

ែាំល ើ នអ ិចសប  ូ ង់កសយល ឫអទ្ាែាំល ើ នបនតបនាទ ប់ ល ើយទ្តូវបានលគលៅថ្ន អទ្ាែាំល ើ នកដល
ទាែ់រង ( )relative growth rate  ។  

អទ្ស័យាម្សម្ើការ 3  លយើងអចនិោយបានថ្ន អទ្ាែាំល ើ នគឺសមមទ្តលៅនឹងរាំ ាំទ្បជា
ជន ។ 

លយើងែ៏អចថ្ន អទ្ាែាំល ើ នកដលទាែ់រងគឺជាចាំន៊ួនលថរ ។ 

សម្ើការ 2  អចនិោយបានថ្នចាំន៊ួនទ្បជាជនកដលអទ្ាែាំល ើ នលថរ ទ្តូវកតលែើនល ើងោ ងខាល ាំង ។ 

ចាំណាាំថ្នៈ អទ្ាែាំល ើ នទាែ់រង k  ជាលម្គ  នន t  ែន ងអន គម្ន៍អ ិចសប  ូ ង់កសយល ktCe  ។ ជា
ឧទា រ ៍ លបើៈ 0.02

dP
P

dt
=  ល ើយ t  គិតជាឆ្ន ាំ លនាះលយើងបាន អទ្ាែាំល ើ នទាែ់រងគឺ 0.02k =  ល ើយ

ែាំល ើ នទ្បជាជនលៅអទ្ារាំនាែ់រាំនង 2%  ែន ងម្៊ួយឆ្ន ាំ ។ លបើចាំន៊ួនទ្បជាជនលៅខ្ ៈលពល 0  គឺ 0P  លនាះ
លយើងបានែលនាម្ទ្បជាជនគឺៈ 

0

0.02( ) tP t Pe=   

ឧទា រ ៍១. លទ្បើទ្បាស់រិននន័យពិតននទ្បជាជនលៅលលើពិភពលោែលៅែន ងឆ្ន ាំ 1950  មនចាំន៊ួន 
2560 ោននាែ់  ល ើយនឹង 3040  ោននាែ់ ែន ងឆ្ន ាំ 1960  លដើម្បើែាំ ត់គាំរូទ្បជាជនែន ងពិភពលោែលៅ

 ែ់ែណាដ លរើពើរននសតវតសរើ 20  ។ ( សនមតថ្នអទ្ាែាំល ើ នទ្បជាជនគឺសមមទ្តលៅនឹងចាំន៊ួនទ្បជា
ជន ( ។ លតើអវើជាអទ្ាែាំល ើ នរាំនាែ់រាំនង ?  លទ្បើទ្បាស់គាំរូលនះលដើម្បើបា ន់ទ្បម ចាំន៊ួនទ្បជាជនលៅែន ងឆ្ន ាំ 
1993   ល ើយនឹងរសសន៍ទាយចាំន៊ួនទ្បជាជនែន ងឆ្ន ាំ 2020  ។  

ដាំលណាះទ្សាយៈ 

លយើងយែ t  គិតជាឆ្ន ាំ លនាះលយើងាង 0t =  ចាំល ះឆ្ន ាំ 1950   

 ( )P t  ជាចាំន៊ួនទ្បជាជនគិតជាោននាែ់ 

លនាះលគបាន ( )0 2560P =  និង ( )10 3040P =   

លយើងសនមតថ្ន  dP
kP

dt
=  ាម្ទ្រឹសដើបររើ ២ លយើងបានៈ 

( ) ( )0 2560kt ktP t P e e= =   
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   ( ) 1010 2560 kP e=  3040=   

   
1 3040

ln
10 2560

k =
0.017185   

អទ្ាែាំល ើ នកដលទាែ់រងគឺទ្បក ល 1.7%  ែន ងម្៊ួយឆ្ន ាំ  

ល ើយគទ្មូ្លនាះគឺ 0.017185( ) 2500 tP t e=   

លយើងបា ន់ទ្បម ចាំន៊ួនទ្បជាជនពិភពលោែែន ងឆ្ន ាំ 1993  គឺ 
0.017185 43 5360(43) 2560P e  =  ោននាែ់ 

គទ្មូ្ននការរសសន៍ទាយចាំនូនទ្បជាជនែន ងឆ្ន ាំ 2020  នឹងបានៈ  
0.017185 70 8524(70) 2560P e  =  ោននាែ់ 

 

 

 

 

 

ទ្កា វែន ងរូបរើម្៊ួយ បរហ ញថ្នគទ្មូ្គឺមនភាពទ្តឹម្ទ្តូវដល់ច ងសតវតសន៍រើ 20  ( ចាំន ចតាំនាងលអយ
ចាំន៊ួនទ្បជាជនជាែ់កសដង ( ល ើយដូចលនះការបា ន់សាម នចាំល ះឆ្ន ាំ 1993  គឺមនភាពសម្រម្យគ៊ួរឲ្យរ ែចិតតបា
ន។ កតចាំល ះការរសសន៍ទាយលៅឆ្ន ាំ 2020  គឺមនភាពទ្បថ យលទ្ចើន ។ 

ការថយច ះននវរិយ សែម្ម 

សារធាត វរិយ សែម្មថយច ះលោយការបលញ្ច ញនូវវរិយ សែម្មលោយខ្ល៊ួ នឯង ៕ ទ្បសិនលបើ ( )m t  ជា
ម សកដលសល់ពើម សលដើម្ 0m ននសារធាត បនាទ ប់ពើខ្ ៈលពល t  លនាះអទ្ាថយច ះកដលទាែ់រងគឺៈ 

1 dm

m dt
−
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លោយ dm

dt
 ជាចាំន៊ួនអវជិាមន លនាះអទ្ាថយច ះកដលទាែ់រងគឺវជិាមន ។ លនាះលយើងបានៈ 

dm
km

dt
=

 
កដល k  ជាចាំន៊ួនអវជិាមន ។ ម្ា  ងវញិលរៀត សារធាត វរិយ សែម្មថយច ះលៅអទ្ាសមមទ្តលៅនឹង

ម សកដលលៅសល់ ។ លនះមនន័យថ្នលយើងអចលទ្បើសម្ើការ (2)  លដើម្បើបរហ ញពើការថយច ះននម សោ ង
គាំ  ែ ។ 

ឧទា រ ៍២.  ែ់ែណាដ លជើវតិននរា ដយូម្ 226  គឺ 1590  ឆ្ន ាំ ។ 

 .a  គាំរូននរា ដយូម្ 226  មនម ស 100 mg  ។ រែរូបម្នតរបស់ម សននគាំរូកដលលៅសល់បនាទ ប់
ពើរយៈលពល t  ឆ្ន ាំ 

 .b  រែម សបនាទ ប់ពើ 1000 ឆ្ន ាំ កដលទ្តូវគិតជាម្ើលើទ្កាម្ 

 .c   លតើលពលណាកដលម សនឹងទ្តូវបានកាត់បនេយដល់ 30 mg  ?   

 
ដាំលណាះទ្សាយ 

 .a  ាង ( )m t  ជាម សននរា ដយូម្ 226  ( គិតជាម្ើលើទ្កាម្ ( កដលសល់បនាទ ប់ពើរយៈលពល 
t  ឆ្ន ាំ  

លនាះលយើងបាន dm
km

dt
=  ,  (0) 100y =  លនាះសម្ើការ (2)  លអយជាៈ ( ) (0) 100kt ktm t m e e= =   

លដើម្បើែាំ ត់តនម្លរបស់ k  លយើងលទ្បើការពិតកដល 1
(1590) 100 50

2
y =  =  លនាះលយើងបានៈ 
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1590100 50ke =    1590 1

2

ke =   

  1
1590 ln ln 2

2
k = = −   

  ln 2

1590
k = −   

លនាះលយើងបានៈ 
(ln 2)

1590( ) 100
t

m t e
−

=   
លយើងអចលទ្បើការពិតថ្ន ln 2 3e =  លដើម្បើសរលសរែលនាម្សទ្មប់ ( )m t  ែន ងែលនាម្ជាំន៊ួសៈ 

1590( ) 100 2
t

m t
−

=    

 .b  ម សបនាទ ប់ពើ 1000  ឆ្ន ាំគឺ 
(ln 2)(1000)

1590(100 1 600 50) mgm e
−

=   

 .c  លយើងចង់រែតនម្ល t  កដល ( ) 30m t =  លនាះលយើងបានៈ  
(ln 2)

1590100 30
t

e
−

=    
(ln 2)

1590 0.3
t

e
−

=   
ln 2

ln 0.3
1590

t− =
  

2
ln 0.3

1590
l

2 6
n 2

7t = −
 ឆ្ន ាំ 

 

ចាប់ននភាពទ្តជាែ់របស់លោែញូត ន 

 ចាប់ននភាពទ្តជាែ់របស់លោែញូត នបានកចងថ្ន ជាអទ្ាននការទ្តជាែ់របស់វតេ    កដល
សមមទ្តលៅនឹងភាពខ្ សគន ននសើត  ហ ភាពរវាងវតេ  និងបរសិាេ នរបស់វាកដលផតល់នូវភាពខ្ សគន មិ្នធ្ាំ
លពែ ។ 

 លបើលយើងាង ( )T t  ជាសើត  ហ ភាពរបស់វតេ លៅខ្ ៈលពល t  ល ើយ sT  ជាសើត  ហ ភាពនន
ម្ជឈោា នជ ាំវញិ ។ លយើងបានរូបម្នតននចាប់ទ្តជាែ់របស់លោែញូត នជាសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលគឺៈ 
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     ( )s

dT
k T T

dt
= −  ,  k  ជាចាំន៊ួនលថរ 

សម្ើការលនះគឺមិ្នសែតិសម្លៅនឹងសម្ើការ (1)  លរ ល ត លនះលយើងផ្លល ស់បតូ រអលថរ ( ) ( ) sy t T t T= −   

sT  ជាចាំន៊ួនលថរ លយើងបានៈ '( ) '( )y t T t=  លនាះសម្ើការកាល យជា dy
ky

dt
=   

លដើម្បើរែតនម្ល y  លយើងទ្តូវលទ្បើទ្បាស់សម្ើការ (2)   

ឧទា រ ៍៣. ដបសូោម្៊ួយដបលៅសើត  ហ ភាពបនទប់ 72o C  ទ្តូវបានោែ់ែន ងរូរឹែែែកដលមន
សើត  ហ ភាព 44o C  ។ បនាទ ប់ពើែនលះលម ងសូោប  បបានទ្តជាែ់ដល់ 61o F   ។ 

.a លតើសើត  ហ ភាពននដបសូោលនាះលសមើនឹងប  នាម នបនាទ ប់ពើែនលះលម ងលផសងលរៀត ?   

.b  លតើវាទ្តូវចាំនាយលពលប  នាម នលដើម្បើឲ្យដបសូោទ្តជាែ់ដល់សើត  ហ ភាព 50o F  ?   

ដាំលណាះទ្សាយៈ 

.a  ាង ( )T t  ជាសើត  ហ ភាពននសូោលៅខ្ ៈលពល t  គិតជានារើ 

 សើត  ហ ភាពននម្ជឈោា នជ ាំវញិ 44s

oT F=   

ាម្ចាប់ទ្តជាែ់របស់ញូត នលយើងបាន ( 44)
dT

k T
dt

= −   

ាង 44y T= −  ,  (0) (0) 44y T= −  72 44 28= − =   

លនាះ y  លផទៀងផ្លទ ត់លោយ 
(0) 28

dy
ky

dt

y


=


 =

  

ាម្សម្ើការ (2)  លយើងបានៈ ( ) (0) 28kt kty t y e e= =   

លោយ (30) 61T =  លនាះ (30) 61 44 17y = − =   

          3028 17ke =   
                                   30 17

28

ke =   
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             
17

ln
28

30
30.0166k  −=   

លយើងបានៈ 

   0.01663( ) 28 ty t e−=   

   0.01663( ) 44 28 tT t e−= +   

   0.01663 60 54.3(60) 44 28T e−  = +   
ដូចលនះ after another half hour the pop has cooled to about 54 

).b  លយើងមន ( ) 50T t =  លនាះ 0.0166344 28 50te−+ =   

    
0.01663 6

28

te− =
  

    

6
ln

28

0.0
6

3
.

166
92t =

−   
ដូចលនះ ដបសូោលនាះទ្តជាែ់លៅដល់សើត  ហ ភាព 50o F  គឺបនាទ ប់ពើ 1 33h mn   

ែាំ ត់ចាំនា ាំៈ ែន ងឧទា រ ៍ ៣ លយើងបានៈ 

    
0.01663lim ( ) lim(44 28 )t

t t
T t e

 

−

→ →
= +  44 28 0 44= +  =   
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ការទ្បាែ់សមសជាប់ (Continuously Compound Interest( 

ឧទា រ ៍៤. ទ្បសិនលបើល យ $1000  ទ្តូវបានវនិិលោគែន ងអទ្ាការទ្បាែ់ 6%  ទ្បាែ់សរ ប ( 
ទា ាំងលដើម្ និងទា ាំងការ( ទ្បចា ាំឆ្ន ាំ  ល ើយបនាទ ប់ពើម្៊ួយឆ្ន ាំ ការវនិិលោគមនតនម្ល $1000(1.06)=$1060  ,  
បនាទ ប់ពើពើរឆ្ន ាំ វាមនតនម្ល $[1000(1.06)]1.06=$1123.60  ល ើយបនាទ ប់ពើ t  ឆ្ន ាំ វាមនតនម្ល $1000(1.06)t   

ជារូលៅៈ លបើសិនជាបរមិ  0A  ទ្តូវបានោែ់វនិិលោគលោយអទ្ាការទ្បាែ់ r  ( 0.06)r =  ដូច
ែន ងឧទា រ ៍ ( លពលលនាះបនាទ ប់ពើរយៈលពល t  ឆ្ន ាំតនម្លរបស់វាគឺ 

0 (1 )tA r+   

ជាធ្ម្មាការទ្បាែ់គឺទ្តូវបានសរ បជាញឺែញាប់ n  ដងែន ងម្៊ួយឆ្ន ាំ ។ លនាះែន ងែាំ  ងលពលននការ
សរ បរ៊ួម្នើម្៊ួយៗអទ្ាការទ្បាែគឺ r

n
 លនាះ nt  ែន ង t  ឆ្ន ាំ ។លនាះតនម្លននការវនិិលោគគឺៈ 

1

t

n

n
r

A
n

 
+ 

    
ជាឧទា រ ៍ បនាទ ប់ពើរយៈលពល បើឆ្ន ាំ លោយអទ្ា 6%  ែន ងការវនិិលោគ $1000  នឹងមនតនម្លៈ 

3$1000(1.06) $1191.02=  ការសរ បរឹែទ្បាែ់ទ្បចា ាំឆ្ន ាំ 
6$1000(1.03) $1194.05= ការសរ បរឹែទ្បាែ់ទ្បចា ា្ំ មស 

12$1000(1.015) $1195.62=  ការសរ បរឹែទ្បាែ់ទ្បចា ាំទ្តើមស 
36$1000(1.005) $1196.68=  ការសរ បរឹែទ្បាែ់ទ្បចា ាំកខ្ 

365.3

$ $1197.20
0.06

1000 1
365

 
+ = 

 
 ការសរ បរឹែទ្បាែ់ទ្បចា ាំនថា 

លយើងលឃើញថ្នការទ្បាែ់កដលទ្តូវបង់លែើនល ើងលៅលពលចាំន៊ួនលពលសរ បកាន់កតយូរកដរលនាះ ។ 

លបើលយើងាង n →  លពលលនាះលយើងនឹងការសរ បននការទ្បាែ់ជាបនត និងតនម្លននការវនិិលោគនឹង
កាល យលៅជាៈ 

0( ) lim 1

nt

n

r
A t A

n→

 
= + 

    
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      =  0lim 1

rt
n

r

n

r
A

n→

 
  + 
  
 

  

      =  0 lim 1

rt
n

r

n

r
A

n→

 
  + 

  
 

  

      =  
0

1
lim 1

rt
m

m
A

m→

  
+  

   

 ,  n
m

r
=   

កតលើម្ើតននែលនាម្លនះ គឺលសមើលៅនឹងចាំន៊ួន e  ( លម្ើលសម្ើការ 3.6.6  (  

ដូចលនះជាម្៊ួយ ការទ្បាែ់ននការសរ បជាបនតបនាទ ប់លៅអទ្ាការទ្បាែ់ r  លនាះបរមិ បនាទ ប់បើរយៈ
លពល t  ឆ្ន ាំគឺៈ 

0( ) rtA t A e=  
លធ្វើលដរ ើលវលលើសម្ើការ លនាះលយើងបានៈ         0

rtdA
rA e

dt
=  ( )rA t=   

កដលនិោយថ្ន ការសរ បបនតបនាទ ប់របស់ការទ្បាែ់ អទ្ាននការលែើនល ើងននការវនិិលោគគឺសម
មទ្តលៅនឹងចាំន៊ួនរឹែទ្បាែ់របស់វា ។ 

ទ្តលប់លៅឧទា រ ៍ កដលរឹែទ្បាែ់ $1000  បានោែ់វនិិលោគសទ្មប់រយៈលពលបើឆ្ន ាំលោយអ
ទ្ាការទ្បាែ់ 6%  ។ លយើងលឃើញជាម្៊ួយការសរ បបនតបនាទ ប់គន ននការទ្បាែ់ តនម្លននការវនិិលោគនឹងកាល យ
ជាៈ 

$1000(3)A =  (0.06) 3e   =  $1197.22   
សាំគល់លឃើញថ្ន តនម្លលនះគឺវាជិតលៅនឹងចាំន៊ួនកដលលយើងគ នាររែការសរ បទ្បចា ាំនថា $1197.20  

។ កតចាំន៊ួនលនះគឺមនភាពរយសទ្សូលែន ងការគ នា លបើលយើងលទ្បើ ការសរ បជាបនតបនាទ ប់ ។ 
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១.៣. អស្រា 

 ទ្បសិនលបើលយើងបូម្ែាំព ងបូម្ខ្យល់លៅែន ងលប ងលបា ង លនាះទា ាំងមឌ្ និងកា ាំរបស់វាគឺលែើន
ល ើង ល ើយអទ្ាននការលែើនល ើងរបស់វាគឺមនភាពទាែ់រងគន  ។ កតលដើម្បើឲ្យវាមនភាពរយទ្សួលជាង
ែន ងការែាំ ត់ឲ្យបានជាែ់ោែ់ពើអទ្ាននការលែើនល ើងរបស់មឌ្ជាងអទ្ាននការលែើនល ើងននកា ាំ ។ 

ែន ងលាំហាត់អទ្ាទាែ់រងលនះ គាំនិតលោបល់លដើម្បើគ នាអទ្ាកទ្បទ្បួលននបរមិ ម្៊ួយin term 
ននអទ្ាកទ្បទ្បួលរបស់បរមិ ម្៊ួយលផសងលរៀត (កដលអចរយទ្សួលជាងែន ងការែាំ ត់( ។ លដើម្បើរែស
ម្ើការសម្ើការកដលទាែ់រងនឹងបរមិ ពើរ ល ើយលពលលនាះលទ្បើចាប់បណាដ ែ់លដើម្បើញលធ្វើលដរ ើលវលលើអងាទា ាំង
សងខាងលោយលធ្ៀបលៅនឹងលពលលវោ ។ 

ឧទា រ ៍១. ខ្យល់ទ្តូវបានលគបូម្ចូលលៅែន ងបាល់ម្៊ួយកដលមនរាងជាកសវ៊ារ ល ើយមឌ្របស់វា
លែើនល ើងលោយអទ្ា  ។ លតើកា ាំរបស់លប ងលបា ងលែើនល ើងោ ងដូចលម្តចលពលកដលអងកត់ផចិតគឺ 

   
ដាំលណាះទ្សាយ 

លយើងសលងកតលៅលលើ 

ពត៌ាមនកដលផតល់ឲ្យៈ  

អទ្ាននការលែើនល ើងមឌ្របស់ខ្យល់គឺ   

ពត៌ាមនកដលមិ្នដឹងៈ 

អទ្ាននការលែើនល ើងកា ាំរបស់ខ្យល់លពលកដលមនអងកត់ផចិតគឺ   

លដើម្បើពើបរមិ ទា ាំងលនះាម្លែខ ៈគ ិតវរិា លយើងក នា ាំនូវការលលើែល ើងខ្លះៗ 

ាង  ជាមឌ្ននលប ងលបា ង ល ើយ  ជាកា ាំរបស់វា  

គនលឺះសាំខាន់ែន ងចងចា ាំអទ្ាននការបកទ្ម្បទ្មួ្លគឺ លដរ ើលវ  

3100 /cm s

50cm ?

3100 /cm s

50cm

V r
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លៅែន ងលាំហាត់លនះ មឌ្ និងកា ាំរបស់វាជាអន គម្ន៍នឹងលពល  ។ អទ្ាននការលែើនល ើងននមឌ្
អទ្ស័យលៅនឹងលពល  គឺ លដរ ើលវ  ល ើយអទ្ាននការលែើនល ើងរបស់កា ាំទាែ់រងនឹងលពល  គឺ  ។ 
លយើងអចែាំ ត់វាសារល ើងវញិៈ 

ផតល់ឲ្យៈ   

មិ្នសាា ល់ៈ  លពល   

ាម្រូបម្នតមឌ្ននលសវ៊ារៈ   

លធ្វើលដរ ើលវលលើអងាទា ាំងពើរលោយលធ្ៀបនឹង  លនាះលគបានៈ 

  

  

ជាំន៊ួស  ល ើយ  ែន ងសម្ើការលនាះលគបានៈ 

      

កា ាំរបស់លប ងលបា ងគឺលែើនល ើងលោយអទ្ា  ។ 

ឧទា រ ៍២. កា ាំជល តើ រម្៊ួយទ្បកវង   ជាប់នឹងជញ្ា ាំងបញ្ឈរម្៊ួយ ។  

ដាំលណាះទ្សាយៈ 

ាង  គិតជា វើត កដលជាចមា យពើបាតននកា ាំជល ដើ រលៅជញ្ា ាំង 

        គិតជា វើត កដលជាែាំពូលននជល តើ រលៅដើ 

កដល  និង  ជាអន គម្ន៍ននលពល  គិតជា   

លយើងដឹងល ើយថ្ន   

t

t
dV

dt
t

dr

dt

3100 /
dV

cm s
dt

=

dr

dt
25r cm=

34

3
V r=

t

24
t

dV dV dr

dt dr d d

r
r

t

d
= =

2

1

4

dr dV

dt dtr
=

25r = 100
dV

dt
=

( )
2

1 1
100

25254

dr

dt 
=  =

0
1

1
25

0. 27 /cm s



10 ft

x

y

x y t s

1 /
dx

ft s
dt

=
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អវើកដលទ្តូវរែ  លពល   

ាម្ទ្រឹសតើបរពើាែ័រលយើងបានៈ   

      
លធ្វើលដរ ើលវលលើអងាទា ាំងពើរលធ្ៀបនឹង  លយើងបានៈ 

     

      

លោយ    លយើងបានៈ 

      

មនន័យថ្ន ចមា យពើែាំពូលននកា ាំជល ដើ រលៅដើ គឺថយច ះលោយអទ្ា    

 

 

 

 

 

 

dy

dt
6x =

2 2 210x y+ =

2 2 100x y+ =

t

2 2 0
dx dy

x y
dt dt

+ =

dy x dx

dt y dt
= −

2 100 36 8y y= −  = , 1
dx

dt
=

6 3
1 /

8 4

dy
ft s

dt
= −  = −

3
/

4
ft s

ជញ្ា ាំង 

នផទដើ 
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ឧទា រ ៍៣. ធ្ ងរឹែម្៊ួយមនរាងលកានរងវង់ កដលមនកា ាំបាតលសមើនឹង   និងែម្ពស់ ។ 
លបើរឹែទ្តូវបានបញ្ចូ លលៅែន ងធ្ ងលោយអទ្ា ។ រែអទ្ាកដលែទ្មិ្តរឹែែាំព ងល ើង លៅលពល
កដលរឹែមនជលទ្ៅ    

 

ដាំលណាះទ្សាយ 

រូបតាំនាងៈ  

ាង  ជាមឌ្ននរឹែ   ជាកា ាំននរឹែ   ជាែាំពស់ននរឹែលៅខ្ ៈលពល  កដល  គិតជា
នារើ 

លយើងមន   

អវើកដលស៊ួររែ  លពល   

ាម្រូបម្នតមឌ្ននលកានៈ   

ាម្លែខ ៈននទ្តើលកា ដូចគន ែន ងរូបរើ ៣ លនាះលយើងបានៈ 

   

លយើងបាន   

លធ្វើលដរ ើលវលលើអងាទា ាំងពើរលធ្ៀបនឹង  លយើងបានៈ 

2 m 4 m

32 / minm

3 m ?

V , r , h t t

32 / min
dV

m
dt

=

dh

dt
3h m=

21

3
V r h=

2

4 2

r h
r

h
=  =

2

3

2

1

3 2 1
V

h
h h



 

=


= 


t
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លោយ    លយើងបានៈ 

       

ែទ្មិ្តននរឹែែាំព ងលែើនល ើងលោយអទ្ា    

វធិ្ើសាង្គ្សតែន ងការលោះទ្សាយចាំលនារបញ្ហ  

អនចាំលនារបញ្ហ លោយទ្បុងទ្បយត័ន 

គូសដាទ្កាម្លបើអច 

បញ្ា ែ់ពើនិមិ្តតសញ្ញ  លោយោែ់និមិ្តតសញ្ញ ទា ាំងលនាះលៅនឹងបរមិ ទា ាំងអស់កដលជាអន គម្ន៍
នន   

បរហ ញពត៌ាមនកដលបានផដល់ឲ្យ និងអទ្ាកដលទ្តូវការែន ងលែខខ្ ា ននលដរ ើលវ 

សររលសរសម្ើការកដលទាែ់រងនឹងបរមិ លផសងៗននលាំហាត់ ឫបញ្ហ  លបើសិនជាចា ាំបាច់លទ្បើទ្បាស់
នូវលែខ ៈធ្រ ើ មទ្តលដើម្បើល បបាំបាត់អលថរលោយជាំន៊ួស ( ដូច ឧ៣ ( 

លទ្បើែប៊ួនបណាដ ែ់លដើម្បើលធ្វើលដរ ើលវលលើអងាទា ាំងពើរននសម្ើការលោយលធ្ៀបលៅនឹងលពល   

ជាំន៊ួសនូវពត៌ាមនកដលលគឲ្យចូលលៅែន ងលរធផលសម្ើការ និងលោះទ្សាយរែអទ្ាកដលមិ្នសាា ល់ 

 

ឧទា រ ៍៤. ឡាន  លធ្វើដាំល ើ រលៅរិសខាងលិចលោយលលបឿន  ល ើយឡាន  លធ្វើ
ដាំល ើ រលៅរិសខាងលជើងលោយលលបឿន  ។ ឡានទា ាំងពើរទ្តូវបានជ៊ួបគន លៅទ្តង់ផលូ វទ្បសពវននផលូ វពើរ 
។ លតើលៅអទ្ាប  នាម នកដលឡានទា ាំងពើរលៅជិតគន  ល ើយលៅលពលកដលឡាន  មនចមា យ  និង
ឡាន  មនចមា យ  ពើផលូ វទ្បសពវគន លនាះ   

2

4

dV dh
h

dt dt


=

2

4dh dV

dt dth
=

3h = ,
32 /

dV
m mn

dt
=

4 8
2

9 9

dh

dt  
=  =

2
8

0. 8 /
9

m mn



t

t

A 50 /mi h B

60 /mi h

A 0.3 mi

B 0.4 mi ?
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ដាំលណាះទ្សាយៈ 

ាម្រូបរើ៤  ជាចាំន ចទ្បសពវននបលង់ទា ាំងពើរ 

លៅខ្ ៈលពល  លយើងាង  ជាចមា យពើឡាន  លៅចាំន ច    ជាចមា យពើឡាន  លៅ
ចាំន ច     ជាចមា យរវាងឡានទា ាំងពើរ ល ើយ  គិតជាម យល៍ ។ 

លយើងមនៈ    ( លដរ ើលវគឺអវជិាមនពើលទ្ ះ  និង  ថយច ះ (  

អវើកដលទ្តូវររែ   

 
ាម្ទ្រឹសដើបរពើាែ័រែន ងទ្តើលកា   :   

លធ្វើលដរ ើលវលលើអងាទា ាំងពើរលោយលធ្ៀបនឹង  លយើងបានៈ 

 

 
លោយ      លយើងបានៈ 

 

 
ឡានគឺលៅជិតគន លោយអទ្ា  ។ 

C

t x A C , y B

C , z , ,x y z

50 /
dx

mi h
dt

= − , 60 /
dy

mi h
dt

= − x y

dz

dt

ABC
2 2 2z x y= +

t

2 2 2
dz dx dy

z x y
dt dt dt

= +

1dz dx dy
x y

dt z dt dt

 
= + 

 

0.3x = , 0.4y = , 0.5z =

( ) ( )
1

0.3 50 0.4 60
0.5

dz

dt
= − + −  

78 /
dz

mi h
dt

= −

78 /mi h
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ឧទា រ ៍៥. ប រសមន ែ់បានលដើរាម្បលណាដ យផលូ វទ្តង់លោយលលបឿន  ។ ពនលឺកសវងរែម្៊ួយ 
 មនរើា ាំងសេិតលៅលលើដើកដលមនចមា យ  ពើផលូ វល ើយទ្តូវបានលផ្លដ តលៅលលើប រស

មន ែ់ ។ លតើលៅអទ្ាប  នាម នកដល  បងវិល លពលកដលប រសលនាះគឺមនចមា យ  ពើចាំន ច
កដលលៅលលើផលូ វកដលជិតបាំផ តលៅនឹង   

ដាំលណាះទ្សាយ 

គូររូបរើទ្បា ាំ ល ើយាង  ជាចមា យពើប រសលៅនឹងចាំន ចលៅលលើផលូ វកដលជិតនឹង   
បាំផ ត ។ 

ាង  ជាម្ ាំកដលផា ាំល ើងលោយកា ាំរសមើនន  និងកែងលៅនឹងផលូ វលនាះ  . 

លយើងមន   

អវើកដលស៊ួររយែៈ  លពល   

ាម្រូបរើ៥ លយើងបានៈ    

លធ្វើលដរ ើលវអងាទា ាំងសងខាងលធ្ៀបនឹងលពល  លនាះលយើងបាន 

    

     

          

លោយ   the length of beam  លនាះ   

លយើងបានៈ   

 គឺបងវិលលោយអទ្ា  ។  

4 /ft s

( )Searchlight 20 ft

Searchlight 15 ft

?Searchlight

x Searchlight

 Searchlight ?

4 /
dx

ft s
dt

=

d

dt


15x =

tan
20

x
 =  20tanx =

t

220sec
d

dt

dx

dt


=

21
cos

20

dx

dt

d

dt


=

= ( )2 24
1 1

co cs
20

os
5

 =

15x = , 25 cos
4

5
 =

2
1 4 16

0.128
5 5 125

d

dt

  
= = = 

 

Searchlight 0.128 /rad s
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១.៤. កា បប ន់ាា នលរីនថ្អ៊ែ និងរេ រីវ 

លយើងបានលឃើញថ្នកខ្សលកាងសេិតលៅជិតនឹងបនាទ ត់ប ះរបស់វាលៅជិតចាំន ចននភាពលាំលអៀង ។ ាម្
ពិត ាម្រយៈការពទ្ងើែលៅចាំន ចម្៊ួយលៅលលើទ្កា វនន Differentiable function លយើងសលងកតលឃើញថ្នទ្កា
 វលម្ើលលៅមនលែខ ៈកាន់កតលទ្ចើនដូចបនាទ ត់តង់សង់របស់វា ។ ការអលងកតលនះជាមូ្លោា នសទ្មប់វធិ្ើ
សាង្គ្សតែន ងរែតនម្លទ្បហាែ់ទ្បក លរបស់អន គម្ន៍ ។ 

វាមនលែខ ៈរយទ្សួលែន ងការគ នាតនម្ល  ននអន គម្ន៍ កតវាពិបាែ ( ឫអចលធ្វើលៅ
បាន ( លដើម្បើគ នាតនម្លកែបរនន  ។ លយើងលោះទ្សាយចាំល ះតនម្លកដលបានគ នាោ ងរយននអន 
គម្ន៍លើលនកអ៊ារ  កដលទ្កា វរបស់វាជាបនាទ ត់ប ះននអន គម្ន៍លៅទ្តង់  លម្ើលរូបរើ១ 

 
ម្ា  ងវញិលរៀត លយើងលទ្បើបនាទ ត់តង់សង់លៅទ្តង់  ជាតនម្លទ្បក លលៅនឹងកខ្សលកាង 

 លពល  លនាះ 

( )f a

f

L ( )( ),a f a

( )( ),a f a

( )y f x= x a→
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សម្ើការននបនាទ ត់លនាះគឺៈ  

តនម្លទ្បក លគឺៈ   គឺទ្តូវបានលគលៅថ្ន តនម្លទ្បក លលើលនកអ៊ារ 
ឫតនម្លទ្បក លននបនាទ ត់ប ះរបស់អន គម្ន៍  ទ្តង់  ។  

អន គម្ន៍លើលនកអ៊ារកដលទ្កា វរបស់វាគឺជាបនាទ ត់តង់សង់គឺ   
ទ្តូវបានលគលៅថ្ន Linearization ននអន គម្ន៍  លៅទ្តង់ចាំន ច  ។ 

ឧលរ រ ៍១. រែលើលនកអ៊ារននអន គម្ន៍  លៅទ្តង់  ល ើយលទ្បើវាលដើម្បើរែតនម្ល
ទ្បក លននចាំន៊ួន  និង  ។ លតើនម្លទ្បក លទា ាំងលនះលៅលលើពើការបា ន់សាម ន ឫ លៅលទ្កាម្ពើការ
បា ន់សាម ន   

ដាំលណាះទ្សាយៈ 

លដរ ើលវនន  គឺ   

លយើងបាន   

ជ៊ួសតនម្លទា ាំងលនះចូលលៅែន ងសម្ើការ  លនាះលយើងបានលើលនកអ៊ារគឺៈ 

  

  

ាម្សម្ើការ  លនាះលយើងបានៈ 

  លពល  ជិត   

លនាះលយើងបានៈ 

  

  

តនម្លទ្បក លននលើលនកអ៊ារទ្តូវបានបរហ ញែន ងរូបរើ២ ខាងលទ្កាម្ៈ 

( ) ( )( )'y f a f a x a= + −

( ) ( ) ( )( )'f a f a x af x  + − ( )1

f a

( ) ( ) ( )( )'L x f a f a x a= + − ( )2

f a

( ) 3f x x= + 1a =

3.98 4.05

?

( ) 3f x x= + ( ) ( )
1

2
1 1

' 3
2 2 3

f x x
x

−
= + =

+

( ) ( )
1

1 2 ; ' 1
4

f f= =

( )2

( ) ( ) ( )( )1 ' 1 1L x f f x= + −

( ) ( )
1 7

2 1
4 4 4

x
L x x= + − = +

( )1

7

4 4
3x

x
+ + x 1

7 0.98
1.9953

4 4
.98  + =

7 1.05
2.01254

4
.

4
05  + =
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លយើងលឃើញថ្ន តនម្លទ្បក លននបនាទ ត់តង់សង់គឺតនម្លដ៏ល អដល់អន គម្ន៍លនះលពលកដល  ។ 
លយើងែ៏លឃើញថ្នតនម្លទ្បក លគឺសេិតលៅពើលលើការបា ន់សាម នលោយសារកតបនាទ ត់តង់សង់សេិតលៅពើលលើនន
កខ្សលកាង ។  

 
ែន ងារាងខាងលទ្កាម្លយើងលទ្បៀបលធ្ៀបការបា ន់សាម នពើតនម្លទ្បក លននលើលនកអ៊ារលៅែន ងឧ១ ជាម្៊ួយ

នឹងតនម្លពិតទ្បាែដ ។ ចាំនា ាំ ពើារាងទា ាំងលនះ និងរូបរើ២ កដលតនម្លទ្បក លរបស់បនាទ ត់តង់សង់ផតល់នូវ
តនម្លបា ន់សាម នដ៏ល អលពលកដល  កតភាពទ្តឹម្ទ្តូវននការបា ន់សាម នមនការថយច ះលពលកដល  លៅ
ឆ្ា យពើលលខ្  ។ 

       

  

  

  
  

  

  

  

  

  

  
  

  

  
  

  

  

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 

1x→

1x→ x

1

x ( )From L x Actual value

3.9

3.98

4

4.05

4.1

5

6

0.9

0.98

1

1.05

1.1

2

3

1.975

1.995

2

2.0125

2.025

2.25

2.5

1.97484176.....

1.99499373....

2.0000000....

2.01246117......

2.02484567.......

2.23606797......

2.44948974.....
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ឧទា រ ៍២. លតើតនម្លប  នាម ននន  គឺជាតនម្លទ្បក លននលើលនកអ៊ារ  ទ្តឹម្ទ្តូវចាំល ះ
ខាងែន ង   លតើតនម្លប  នាម នកដលទ្តឹម្ទ្តូវចាំល ះខាងែន ង   

ដាំលណាះទ្សាយ 

ភាពទ្តឹម្ទ្តូវលៅែន ងចលនាល ះ  មនន័យថ្ន អន គម្ន៍គ៊ួរកតខ្ សគន តិចជាង   

លយើងបាន   

  

លយើងអចនិោយបានថ្ន ការគ នាទ្បហាែ់ទ្បក លលើលនកអ៊ារ គ៊ួរកតសេិតលៅចលនាល ះកខ្សលកាងលដ
លររ៊ួលបានលោយការផ្លល ស់បតូ រកខ្សលកាង  ល ើងលលើ និងច ះលទ្កាម្លោយចាំន៊ួន  ។ រូបរើ៣ 
បរហ ញពើបនាទ ត់តង់សង់ ទ្បសពវលៅនឹងកខ្សលកាងកផនែខាងលលើ  លៅទ្តង់ចាំន ច 

 និង  ។ ពទ្ងើែ និងលទ្បើរសសន៍ទ្រនិច លយើងបា ន់ទ្បម អ័ែស  ននចាំន ច  គឺ ទ្បក ល និង  
ចាំន ច  គឺទ្បក ល  ។  

 
លយើងលម្ើលលឃើញពើទ្កា វកដលមនទ្បហាែ់ទ្បក ល  គឺទ្តឹម្ទ្តូវែន ងចលនាល ះ  

លពល   

ទ្សលដៀងគន  ពើរូបរើ៤ លយើងលឃើញថ្នការបា ន់សាម នទ្បហាែ់ទ្បក លែន ងចលនាល ះ  លពល 
  

x
7

4 4
3x

x
+ +

0.5 ? 0.1?

0.5 0.5

7
3 0.5

4 4

x
x

 
+ − +  

 

7
3 0.5 3 0.5

4 4

x
x x + −  +  + +

3y x= + 0.5

7

4

x
y

+
= 3 0.5y x= + +

P Q x P 2.66−

Q 8.66

7

4 4
3x

x
+ + 0.5

2.6 8.6x−  

0.1

1.1 3.9x−  
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ឌ្ើលផរ  ង់កសយល  

 ទ្បសិនលបើ  ជាអន គម្ន៍មនលដរ ើលវ លនាះឌ្ើលផរ  ង់កសយល  ជាអលថរមិ្នអទ្ស័យ 
មនន័យថ្ន  អចផតល់នូវតនម្លននចាំន៊ួនពិតណាម្៊ួយបាន ។ 

ឌ្ើលផរ  ង់កសយល  គឺែាំ ត់ជារាំនាែ់រាំនងនន  លនាះលគបានសម្ើការៈ 

 
  

  ជាអលថរអទ្ស័យ វាអទ្ស័យលៅលលើតនម្លនន  និង  ។ លបើសិន  គឺជាតនម្លម្៊ួយជាែ់ោែ់
ល ើយ  គឹយែពើតនម្លជាែ់ោែ់ណាម្៊ួយែន ងកដនែាំ ត់ននអន គម្ន៍  លនាះតនម្លលលខ្នន  ទ្តូវបាន
ែាំ ត់ ។ 

ាម្អតេន័យធ្រ ើ មទ្តននឌ្ើលផរ  ង់កសយលគឺទ្តូវបានបរហ ញែន ងរូបរើ ៥  

ាង  និង  ជាចាំន ចលៅលលើទ្កា វ  ល ើយាង   

ដូចគន បកទ្ម្បទ្មួ្លនន  គឺៈ   

លម្គ  ទ្បាប់រិសននបនាទ ត់តង់សង់  គឺជាលដរ ើលវ  ។ 

 

 

 

( )y f x= dx

dx

dy dx

( )3 .

( )'dy f x dx=

dy x dx dx

x f dy

( )( ),P x f x ( )( ),x xQ x f x+ + f dx x= 

y ( ) ( )y f x x f x = + −

PR ( )'f x
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ឧទា រ ៍៣.លទ្បៀបលធ្ៀបពើតនម្លនន  និង  លបើ  ល ើយ  បតូ រពើៈ 

   

   
 

 

 

 

 

ដាំលណាះទ្សាយៈ 

 លយើងមនៈ 

    

    

    

    

y dy ( ) 3 2 2 1y f x x x x= = + − + x

.a 2 2.05→

.b 2 2.01→

.a

( ) 3 22 2 2 2 2 1 9f = + −  + =

( ) ( ) ( )
3 2

2.05 2.05 2.05 2 2.05 1 9.717625f = + −  + =

( ) ( )2.05 2 0.717625y f f = − =

( ) ( )2' 3 2 2dy f x dx x x dx= = + −
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លពល  និង  លនាះលយើងបានៈ 

    

 លយើងមនៈ 

   

   

លពល  លនាះលយើងបានៈ 

    

ចាំនា ាំថ្នៈ តនម្លទ្បក លនន  មនភាពល អទ្បលសើរកាលណា  មនតនម្លកាន់កតតូចលៅៗ។ 
តនម្ល  ែ៏កាន់កតមនភាពរយទ្សួលជាងែន ងការគ នា  ។  

 លៅែន ងនិមិ្តតសញ្ញ ននឌ្ើលផរ  ង់កសយល តនម្លទ្បក លលើលនកអ៊ារននសម្ើការ  អចសរលសរ
បានដូចខាងលទ្កាម្ៈ 

       

ឧ. ចាំល ះអន គម្ន៍  ែន ងឧទា រ ៍ ១ ។  

លយើងមនៈ   

លបើ  និង  លនាះលយើងបានៈ 

      

ល ើយ   

 

ឧទា រ ៍៤. កា ាំននកសវ៊ារម្៊ួយទ្តូវបានលគវាស់ និងទ្តូវបានលគរែលឃើញថ្នវាមនរាំ ាំ លោយ
មនែាំ  សកដលអចមនលទ្ចើនបាំផ តគឺ  ។ លតើតនម្លខ្ពស់បាំផ តប  នាម នកដលមនែាំ  សែន ងការលទ្បើ
តនម្លននកា ាំលដើម្បើគ នាមឌ្របស់កសវ៊ារ    

2x = 0.05d xx = =

23 2 2 2 2 0.05 0.7dy  =  +  −  = 

.b

( ) ( ) ( ) ( )
3 2

2.01 2.01 2.01 2 2.01 1 9.140701f = + − + =

( ) ( )2.01 2 0.140701y f f = − =

0.01d xx = =

( ) ( )
2

3 2 2 2 2 0.01 0.14dy  = + −  =
 

y dy  x

dy y

( )1

( ) ( ) yf fa dx a d ++

( ) 3f x x= +

( )'
2 3

dx
dy f x dx

x
= =

+

1a = 0.05d xx = =

0.05

2 1 3
dy =

+
= 0.0125

( ) ( ) 54 1.0 2.015 25 1.0 f df y+ == 

21cm

0.05 cm

?
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ដាំលណាះទ្សាយៈ 

លបើកា ាំននកសវ៊ារគឺ  លនាះមឌ្ននកសវ៊ារគឺ  

លបើមនបញ្ហ ែន ងការវាស់តនម្លនន  លនាះលគាងលោយ  ល ើយដូចគន បញ្ហ ែន ងការគ នា
មឌ្  គឺ  កដលអចែាំ ត់តនម្លទ្បក លវាបានលោយឌ្ើលផរ  ង់កសយលៈ 

       
លពល  និង  លនាះលយើងបានៈ 

        

តនម្លអតិបរមកដលមនបញ្ហ ែន ងការគ នាមឌ្គឺទ្បក ល  ។ 

ចាំនា ាំ 

លទាះបើជាែាំ  សកដលអចលែើតមនែន ងឧទា រ ៍រើប៊ួនកដលលម្ើលលៅដូចជាធ្ាំជាង ល ើយរូបភាព
ននែាំ  សគឺទ្តូវបានឲ្យលោយរាំនាែ់រាំនងែាំ  ស កដលទ្តូវបានគ នាលោយការកចែែាំ  សលនាះលោយ
មឌ្សរ ប ។  

ភាពលល អៀងគ ិតវរិារវាងតនម្លពិត និង តនម្លបា ន់សាម នកតងកតមន៖ 

  

ាម្ឧទា រ ៍៤ លគបាន  ។ 

១.៥. អនុគមន៍អុីថ្ពបលូកិ 

បនសាំគូ និងលសសននអន គម្ន៍អ ិចសបូ ង់កសយល  និង  លែើតល ើងជាញឹែញាប់ែន ងគ ិ
តវរិា ល ត លនះលរើបសម្ររ៊ួលនឹងររ៊ួលនឹងបាននូវលឈាម ះពិលសស ។ ព៊ួែវាមនលែខ ទ្សលដៀងគនទ លៅ
នឹងអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត ល ើយវាែ៏មនរាំនាែ់រាំនងដូចលៅនឹងអ ើកពបូលកដលអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត
មនរងវង់ ។  

r
34

3
V r=

r dr r= 

V V

24 rd r dV =

21r = 0.05dr =

( )
2

21 0.054dV  = 277

3277cm

2

3

4
3

4

3

V dV r dr dr

V rV
r






 = =

4
0.05

2
0 02

1
.0

dr

r
=

xe xe−
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លោយសារល ត ផលទា ាំងលនះលរើបលគលៅថ្ន អន គម្ន៍អ ើកពបូលិែ ។ 

 

និយម្ន័យននអន គម្ន៍អ ើកពបូលិែ 

                       

                      

                         

 

ទ្កា វខាងលទ្កាម្បរហ ញពើអន គម្ន៍ែូស ើនើសអ ើកពបូលិែ និង ស ើនើសអ ើលពបូលិែ និង តង់សង់អ ើកព
បូលិែ ដូចបរហ ញែន ងរូបខាងលទ្កាម្ៈ  

 

 

( )Hyperbolic Functions

sinh
2

x xe e
x

−−
= 1

csch
sinh

x
x

=

cosh
2

x xe e
x

−+
= 1

sech
cosh

x
x

=

sinh
tanh

cosh

x
x

x
=

cosh
coth

sinh

x
x

x
=



  

 

 55  

 

 
ចាំណាាំថ្នៈ  មនកដនែាំ ត់ ℝ និងមនរូបភាព ℝ  ល ើយ  មនកដនែាំ ត់ ℝ និងរូប

ភាព  ។ ទ្កា វនន  បរហ ញលៅរូបរើ ៣ ។ វាមនអស ើម្តូតលទ្រត លម្ើលលាំហាត់រើ២៣  

ខ្លះៗននគ ិតវរិាលទ្បើទ្បាស់អន គម្ន៍អ ើកពបូលិែកដលនឹងបរហ ញលៅែន ងជាំពូែរើលទ្កាយ។ 

 

 

 

 

 

សញ្ញ  ននអន គម្ន៍អ ើកពបូលិែ 

               
 

               
  

  

  

 

sinh cosh

 1;+ tanh 1y = 

( )sinh sinhx x− = −

( )cosh coshx x− =

2 2cosh sinh 1x x− =

2 21 tanh sechx x− =

( )sinh sinh cosh cosh sinhx y x y x y+ = +

( )cosh cosh cosh sinh sinhx y x y x y+ = +
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ឧទា រ ៍១. បរហ ញថ្នៈ  

  

  
ដាំលណាះទ្សាយៈ 

 

  

        

        

 ាម្  លយើងបានៈ 

  

  

  
រលបៀបម្៊ួយលរៀតៈ 

លបើ  ជាចាំន៊ួនពិតណាម្៊ួយ ល ើយចាំន ច  កដលសេិតលលើរងវង់ឯែាកដលលៅថ្ន 
 លោយសារកត  ។ ជាការពិត  អចទ្តូវបានបែទ្សាយថ្នជាររវ ស់កា ាំនន 

 ែន ងរូបរើ ៦ ។ 

 

 

 

2 2.cosh sinh 1a x x− =

2 2.1 tanh sechb x x− =

2 4

2 2.cosh sinh
2 2

x x x xe e e e
a x x

− −   + −
− = −   

   

2 2 2 22 2

4 4

x x x xe e e e− −+ + − +
= −

4
1

4
= =

.b a

2 2cosh sinh 1x x− =

2

2 2

sinh 1
1

cosh cosh

x

x x
− =

2 21 tanh sechx x− =

t ( )cos ;sinP t t

2 2 1x y+ = 2 2cos sin 1t t+ = t

POQ
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 លោយល ត ផលលនះ អន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្តទ្តូវបានលគលៅថ្ន អន គម្ន៍រងវង់ ( Circular 
Function ) 

ដូចគន លនះកដរ លបើ  ជាចាំន៊ួនពិតណាម្៊ួយ ល ើយចាំន ច  កដលសេិតលៅលលើអ័ែស
ខ្ ា កចែខាងសាដ ាំ (right branch( ននសម្ើការអ ើកពបូល  លោយសារកត 

  កដល  ។ លលើែលនះ  មិ្នបានតាំនាងលអយររវ ស់ននម្ ាំ ។  

លដរ ើលវននអន គម្ន៍អ ើកពបូលិែកដលអចគ នាលោយទ្សួល ។  

ឧ.  ។  

ារាងខាងលទ្កាម្ បរហ ញពើលដរ ើលវននអន គម្ន៍អ ើកពបូលិែ 

t ( )cosh ;sinhP t t

2 2 1x y− =

2 2cosh sinh 1t t− = cosh 1t  t

( )sinh cosh
2 2

x x x xd d e e e e
x x

dx dx

− − − +
= = = 

 
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  លដរ ើលវននអន គម្ន៍អ ើកពបូលិែ 

              

               

               

ឧទា រ ៍២. លយើងអចគ នាលោយលបើែប៊ួនបណាដ ែ់ 

  

អន គម្ន៍អ ើកពប៊ួលិែទ្ចាស 

ពិនិតយលម្ើលរូបរើ  កដល  និង  ជាអន គម្ន៍ម្៊ួយរល់ម្៊ួយ ដូលចនះល ើយវាមនអន 
គម្ន៍ទ្ចាសកដលាងលោយ  និង  ។ រូបរើ២ បរហ ញថ្ន  មិ្នកម្នជាអន គម្ន៍ម្៊ួយរល់
ម្៊ួយ កតលពលវាមនកដនែាំ ត់ វាែ៏កាល យជាអន គម្ន៍ម្៊ួយលៅម្៊ួយ ។ អន គម្ន៍អ ើកពបូលិែែូស ើនើស
ទ្ចាសគឺែាំ ត់ភាពទ្ចាសននកដនែាំ ត់ននអន គម្ន៍លនះ ។ 

  លែខ ៈននអន គម្ន៍
ទ្ចាស 

  

 
  

  

  

( )1

( )sinh cosh
d

x x
dx

= ( )csch csch coth
d

x x x
dx

= −

( )cosh sinh
d

x x
dx

= ( )sech sech tanh
d

x x x
dx

= −

( ) 2tanh sech
d

x x
dx

= ( ) 2coth csch
d

x x
dx

= −

( ) sinh
cosh sinh

2

d d x
x x x

dx dx x
= =

1 & 3 sinh tanh

1sinh− 1tanh− cosh

 0,

( )2

1sinh sinhy x y x−=  =

1cosh coshy x y x−=  =

; 0y 

1tanh tanhy x y x−=  =
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លយើងអចគូសទ្កា វនន    ែនងរូបរើ ៨ រើ៩ រើ១០ លោយលទ្បើរូបរើ ១ រើ២ រើ
៣ 

 
 

អន គម្ន៍អ ើកពបូលិែគឺែាំ ត់ែន ងរទ្ម្ង់ជាអន គម្ន៍អ ិចសប  ូ ង់កសយល ល ើយវាែ៏មិ្នចកម្លែកដរ
កដលអន គម្ន៍ទ្ចាសអ ើកពបូលិែែាំ ត់ែន ងរទ្ម្ង់ជាអន គម្ន៍ ូការ ើតលនាះ ។ 

លយើងបានារាង 

  
  

 
  

 

  

ឧទា រ ៍. បរហ ញថ្ន   

ដាំលណាះទ្សាយៈ 

ាង   

លយើងបានៈ   

1sinh−
1,cosh− 1, tanh−

( )3

( )1 2sinh ln 1 ;x x x x− = + + 

( )4

( )1 2cosh ln 1 ; 1x x x x− = + − 

( )5

1 1 1
tanh ln ; 1 1

2 1

x
x x

x

− + 
= −   

− 

( )1 2sinh ln 1x x x− = + +

1sinhy x−=

sinh
2

y ye e
x y

−−
= =
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ាម្   

លយើងបាន    

ចាំនា ាំ  កត  ពើលទ្ ះ   

លយើងបាន៖   

             

លម្ើលលាំហាត់រើ២៥ សទ្មប់រលបៀបលផសងលរៀត 

  លដរ ើលវននអន គម្ន៍អ ើកពបូលិែទ្ចាស 

                        

                        

                            

ឧទា រ ៍៤. បរហ ញថ្ន   

ដាំលណាះទ្សាយៈ 

រើ១ 

ាង    

លធ្វើលដរ ើលវសម្ើការលនះលធ្ៀបនឹង  លគបានៈ 

2 0y ye x e− − − =

2 2 1 0y ye xe − − =

( )
2

2 1 0y ye xe − − =

( ) ( )( )
22 24 2 4 1 1 4 4b ac x x = − = − − − = +

22 4 4

2

y x x
e

 +
=

2 1x x=  +

0xe 
2 1 0x x− +  2 1x x +

2 1ye x x= + +

( )2ln ln 1yy e x x = = + +

( )6

( )1

2

1
sinh

1

d
x

dx x

− =
+

( )1

2

1
csch

1

d
x

dx x x

− = −
+

( )1

2

1
cosh

1

d
x

dx x

− =
−

( )1

2

1
sech

1

d
x

dx x x

− = −
−

( )1

2

1
tanh

1

d
x

dx x

− =
−

( )1

2

1
coth

1

d
x

dx x

− =
−

( )1

2

1
sinh

1

d
x

dx x

− =
+

1sinhy x−= sinhx y =

x
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លោយ  ល ើយ   លនាះ   

លនាះ   

រើ២ 

ពើសម្ើការ ៣ ដូចបរហ ញែន ងឧទា រ ៍រើ ៣  

លយើងបាន   

     

     

     

     

ឧ៥. រែតនម្ល   

ដាំលណាះទ្សាយ 

លទ្បើទ្បាស់ារាងលលខ្ ៦ និងលែខ ៈបណាដ ែ់លនាះ លយើងបានៈ 

  

          

          

 

cosh 1
dy

y
dx

=

2 2cosh sinh 1y y− = cosh 0y 
2cosh 1 sinhy y= +

2 2

1 1 1

cosh 1 sinh 1

dy

dx y y x
= = =

+ +

( ) ( )1 2sinh ln 1
d d

x x x
dx dx

− = + +

( )2

2

1
1

1

d
x x

dxx x
= + +

+ +

2 2

1
1

1 1

x

x x x

 
= + 

+ + + 

( )( )

2

2 2

1

1 1

x x

x x x

+ +
=

+ + +

2

1

1x
=

+

( )1tanh sin
d

x
dx

−  

( )
( )

( )1

2

1
tanh sin sin

1 sin

d d
x x

dx dxx

−  = 
−

2

1
cos

1 sin
x

x
=

−

2

cos
sec

cos

x
x

x
= =
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ឧទាហ ណ៍បថ្នែម 

ឧ១. លតើមនបនាទ ត់ប  នាម នកដលប ះលៅនឹងបា រា បូលទា ាំងពើរ  និង   រែែូអរ
លោលនននចាំន ចទា ាំងលនាះកដលបនាទ ត់ប ះលៅនឹងបា រា បូលទា ាំងលនាះ   

ដាំលណាះទ្សាយៈ 

លដើម្បើររ៊ួលការយល់ដឹងបានរូលាំរូោយទាែ់រងនឹងលាំហាត់លនះ លយើងគ៊ួរគូររូបរបស់វា គូសបា រា 
បូល  ( ជាសម្ើការសដង់ោននបា រា បូល លោយផ្លល ស់ល ើងលលើ ឯែា ) ល ើយ 

 ( កដលបានម្ែពើការ ល្ ះរបស់បា រា បូលរើម្៊ួយលលើអ័ែស  )លបើលយើងពាយម្គូសបនាទ ត់ប ះលៅ
នឹងបា រា បូលទា ាំងពើរ លនាះលយើងនឹងលឃើញវាអចមនកតពើរប  លណាណ ះ ដូចបរហ ញែន ងរូបរើម្៊ួយ ។ាង  ជា
ចាំន ចកដលបនាទ ត់ប ះែន ងចាំលនាម្បនាទ ត់ទា ាំងលនះប ះនឹងបា រា បូលកផនែខាងលលើ ល ើយាង  ជាែូអរលោលនរប
ស់វា ។ ( និមិ្តតសញ្ញ កដលលយើងមិ្នសាា ល់ពិតជាសាំខាន់ ។ ជាការពិតលយើងអចលទ្បើ  
ជាំន៊ួស  ។ លទាះជាោ ងណា វាមិ្នទ្តូវបានលគក នា ាំឲ្យលទ្បើ  លដើម្បើជាំន៊ួស  លរ ពើលទ្ ះអើខាល ចទ្ចលាំលៅ
នឹងអលថរ  ែន ងសម្ើការបា រា បូល ។ ( បនាទ ប់ម្ែ  សេិតលៅលលើបា រា បូល  លនាះអរលោលនរបស់
វាគឺ  ។ លោយសារភាព ល្ ះគន ដូចបរហ ញែន ងរូបរើម្៊ួយ លនាះែូអរលោលនរបស់  កដលបនាទ ត់ប ះ
នឹងបា រា បូលកផនែខាងលទ្កាម្គឺ  លដើម្បើលទ្បើរិននន័យកដលលគឲ្យថ្នបនាទ ត់លនាះជាបនាទ ត់ប ះ 
កាលណា លម្គ  ទ្បាប់រិសននបនាទ ត់  លសមើនឹងលម្គ  ទ្បាប់រិសននបនាទ ត់លៅទ្តង់   

លយើងមនៈ  

លបើ  លនាះលម្គ  ទ្បាប់រិសននបនាទ ត់ទ្បាប់រិសលៅទ្តង់  គឺ  លនាះ
លែខខ្ ា កដលលយើងទ្តូវការលទ្បើគឺៈ  

      

      

        
លនាះចាំន ចគឺ   

21y x= − − 21y x= + ?

?

21y x= + 2y x= 1

21y x= − − x

P

a

0 1, , ,b c x x

a x a

x P
21y x= +

21y a= + Q

( )( )2, 1a a− − +

PQ P

2

(

2 2

)

1 ( 1 ) 1

( )
PQ

a a a
m

a a a

+ − − − +
= =

− −

2( ) 1f x x= + P '( ) 2f a a=

21
2

a
a

a

+
=

2 21 2a a+ =

2 1a =  1a = 

( 1 , 2 ) ; ( 1 , 2 )− −
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ាម្ភាព ល្ ះលនាះចាំន ចលផសងលរៀតគឺ 

   

ឧ២. លតើតនម្លអវើនន  កដលលធ្វើលអយសម្ើការ  មនដាំលណាះទ្សាយកតម្៊ួយគត់   

 

 

 

 

 

 

 

 

ចលម្លើយ 

លដើម្បើភាពរយទ្សួល លយើងទ្តូវគូសដាទ្កាម្ លយើងលផតើម្លោយទ្កាបននអន គម្ន៍  និង 
 សទ្មប់ទ្គប់តនម្លលផសងគន នន  ។ លយើងដឹងល ើយថ្ន ចាំល ះ  លនាះ  ជាបា រា បូល

កដលកបរភាពផតល ើងលលើលបើ  និងកបរភាពផតច ះលទ្កាម្លបើ  ។ រូបរើពើរ បរហ ញពើបា រា បូល 
 ចាំល ះតនម្លវជិាមន  ម្៊ួយចាំន៊ួន ។ 

( ) ( )1 , 2 ; 1 , 2− −

c 2ln x cx= ?

lny x=

2y cx= c 0c 
2y cx=

0c  0c 

2y cx= c
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ភាគលទ្ចើនននបា រា បូលលនាះ មិ្នទ្បសពវគន  នឹងអន គម្ន៍  ទា ាំងអស់លរ ល ើយម្៊ួយទ្បសពវ

ពើរដង ។ លយើងអចលឃើញថ្នមនតនម្លនន  ( លៅែកនលងណាម្៊ួយរវាង  និង  ) កដលកខ្សលកាង
ទ្បសពវនឹងបា រា បូលកតម្ដងដូចបរហ ញែន ងរូបរើបើ ។   

 

 

 
លដើម្បើកសវងរែតនម្លពិលសសនន  លនាះលយើងាង  ជាអ័ែស  ននចាំន ចម្៊ួយរបស់ចាំន ចទ្បសពវ ។ 

ម្ា  ងលរៀត  ល ត លនះ  ជាដាំលណាះទ្សាយកតម្៊ួយគត់របស់សម្ើការកដលលគឲ្យ ។ ាម្រូបរើបើ 
លយើងលឃើញថ្នកខ្សលកាងទ្គន់កតប ះ លនាះវាមនបនាទ ត់ប ះម្៊ួយលពល  លនាះមនន័យថ្នកខ្សលកាង 

 និង  មនលម្គ  ទ្បាប់រិសដូចគន  លពល  លនាះលយើងបានៈ 

lny x=

c 0.1 0.3

c a x
2ln a ca= a

x a=

lny x=
2y cx= x a=
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លោះទ្សាយសម្ើការ       

លយើងបានៈ   

ចាំល ះតនម្លអវជិាមននន  ដូចលយើងបរហ ញែន ងរូបរើប៊ួនៈ 

 

ទ្គប់បា រា បូលទា ាំងអស់  កដលមនតនម្ល  អវជិាមន ទ្បសពវនឹង  ពិតទ្បាែដម្៊ួយ 
ល ើយែ ាំលភលចពើតនម្ល  លនាះកខ្សលកាងគឺ  គឺទ្គន់កតជាអ័ែស  កដលទ្បសពវនឹង  
ោ ងពិតទ្បាែដកតម្ដង ។លនាះលយើងបានតនម្លកដលទ្តូវការ  ល ើយ  ។ 

 
 

 

  

1
2ca

a
=

2ln

1
2

a ca

ca
a

 =



=


 1 1
ln

2 2
a c

c
=  = 

1

2a e=

1

2

2

ln ln 1

2

a e
c

a e e
= = =

c

2y cx= c lny x=

0c =
20 0y x= = x lny x=

1

2
c

e
= 0c 
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លាំហាត់ 

 

 រែចាំន ច  និង   លៅលលើបា រា បូល  លនាះទ្តើលកា   កដលបលងកើតលោយ
អ័ែសអប់ស ើស  និងបនាទ ត់ប ះលៅទ្តង់  និង  ជាទ្តើលកា សម្បាត ។ (លម្ើលរូប( 

 
 រែចាំន ចកដលកខ្សលកាង  និង  ទ្បសពវគន  លនាះវាមនបនាទ ត់ប ះរ៊ួម្

គន  ។ គូសរូបតាំនាងកខ្សលកាងទា ាំងពើរ និងបនាទ ត់ប ះរ៊ួម្ ។ 

 បរហ ញថ្នបនាទ ត់ប ះលៅនឹងបា រា បូល   

 បរហ ញថ្ន   

 លបើ  ។ រែតនម្លនន   

 រែតនម្លចាំន៊ួនលថរ  កដលលផទៀងផ្លទ ត់ៈ   

 បរហ ញថ្ន   

 ឡានម្៊ួយែាំព ងលធ្វើដាំល ើ រាម្បលណាដ យផលូ វហាយលវម្៊ួយកដលមនរាងជាបា រា បូលល ើយមន
ែាំព៊ួលលៅទ្តង់គល់តទ្មុ្យ ( លម្ើលរូប ( ។ 

1. P Q
21y x= − ABC

x P Q

2.
3 3 4y x x= − + 23( )y x x= −

3.
2y ax bx c= + +

4.
2 2sin cos

cos 2
1 cot 1 tan

d x x
x

dx x x

 
+ = − 

+ + 

5. sec sec
( ) lim

t x

t x
f x

t x→

−
=

−
'

4
f

 
 
 

6. &a b

3

0

2 5
lim

12x

ax b

x→

+ −
=

7. ( ) ( )1 1sinh tan tan sinhx x− −=

8.
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 ឡានចាប់លផតើម្លធ្វើដាំល ើ រលៅទ្តង់រើា ាំងម្៊ួយកដលមនចមា យ  ពើខាងលិច  ពើខាង

លជើងននគល់តទ្មុ្យ  ល ើយលធ្វើដាំល ើ រលៅាម្រិសខាងលែើត ។ មនរូបចមល ែ់ម្៊ួយកដលសេិតលៅចមា យ 
 ពើខាងលែើត និង  ពើខាងលជើងននគល់តទ្មុ្យ ។ លតើទ្តង់រើា ាំងណាលៅលលើផលូ វលនះ លភលើងឡាន

នឹងទ្តូវចា ាំងលលើរូបចមល ែ់លនាះ   

 

 បរហ ញថ្ន   

 រែលដរ ើលវរើ  ននអន គម្ន៍   

 រូបខាងលទ្កាម្បរហ ញពើរងវង់ម្៊ួយកដលមនកា ាំ  ល ើយចារែឹែន ងបា រា បូល  ។ រែផចិត
របស់រងវង់ ។ 

 
 លបើ  មនលដរ ើលវលៅទ្តង់  កដល  . Evaluate the following limit in terms of   

100 m 100 m

100 m 50 m

?

9. ( )4 4 1sin cos 4 cos 4
2

n
n

n

d n
x x x

dx

−  
+ = + 

 

10. n ( )
1

nx
f x

x
=

−

11. 1r =
2y x=

12. f a 0a  '( )f a
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 រូបខាងលទ្កាម្លនះ បរហ ញពើការរងវិលរបស់ែង់ម្៊ួយ ( ែង់បងវិល ( កដលមនកា ាំ  ល ើយ
និងកខ្សភាា ប់   កដលមនទ្បកវង  ។ ចាំន ច  រ ាំែិលពើលទ្កាយាម្អ័ែស  ខ្ ៈែង់វលិទ្ចាស
ទ្រនិចនា កិាាម្អទ្ាបដិវតត  ែន ងម្៊ួយនារើ ។ 

 

  Find the angular velocity of the connecting rod ,  in radians per 

second, when   

  បរហ ញថ្នែលនាម្ចមា យចរ  ជាអន គម្ន៍នន   

  រែែលនាម្ចាំល ះលលបឿនទ្តង់ចាំន ច  ជាអន គម្ន៍នន   

 
 បនាទ ត់ប ះ  និង  គឺប ះលៅទ្តង់ចាំន ចពើរលរៀងគន គឺ  និង  លៅលលើបា រា បូល  

ល ើយបនាទ ត់ទា ាំងពើរទ្បសពវគន លៅទ្តង់ចាំន ច  ។ បនាទ ត់ប ះម្៊ួយលរៀត  គឺប ះលៅទ្តង់ចាំន ចម្៊ួយលៅ
ចលនាល ះ  និង  លៅលលើបា រា បូល ។ វាទ្បសពវនឹង  លៅទ្តង់ចាំន ច  ល ើយ ទ្បសពវនឹង  លៅទ្តង់

ចាំន ច  ។ បរហ ញថ្នៈ  ។ 

( ) ( )
lim
x a

f x f a

x a→

−

−
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
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.b | |x OP= 
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 បរហ ញថ្នៈ  កដល  ជាចាំន៊ួនវជិាមន ល ើយ 

 និង  ។ 

 គ នា   

 ាង  ជាបនាទ ត់ប ះលៅលអលើប  លៅទ្តង់ចាំន ច  លៅលលើលអលើប ែន ងកា

ទ្ដង់រើម្៊ួយ ។ ាង និង   ជាចាំន ចកដលបនាទ ត់ប ះ  កាត់ លៅលលើអ័ែសអប់ស ើស និងអរលោលន 
ល ើយ ាង  និង  ជាចាំន ចកដលបនាទ ត់ប ះ  កាត់លៅលលើអ័ែសទា ាំងពើរ ។ លៅលពល  ផ្លល ស់រើលៅ
ម្ ខ្លៅលលើលអលើបែន ងកាទ្ដង់រើម្៊ួយ ( កតមិ្នកម្នលលើអ័ែស ( ។ លតើតនម្លនន  សេិតលៅទ្តង់
ណា  ពាោម្បា ន់សាម នចលម្លើយលោយទ្គន់កតលម្ើលរូបខាងលទ្កាម្ ។ បនាទ ប់ម្ែលោះទ្សាយចាំលនារលនះ 
ល ើយពិនិតយលម្ើលថ្នការគិតរបស់អនែល អប  ណាណ  ។ 

 

 គ នា   
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 លទ្បើរូបម្នត  លដើម្បើបរហ ញថ្ន ទ្បសិនលបើបនាទ ត់  និង  ទ្បសពវគន លៅទ្តង់ម្ ាំ  

លនាះលយើងបានៈ  កដល  និង  ជាលម្គ  ទ្បាប់រិសននបនាទ ត់  និង  លរៀងគន   

 ម្ ាំរវាងកខ្សលកាង  និង  លៅទ្តង់ចាំន ចទ្បសពវ  គឺទ្តូវបានែាំនត់ថ្នជាម្ ាំរវាងបនាទ ត់ប ះ
លៅនឹងកខ្សលកាង  និង  លៅទ្តង់  ( លបើសិនជាមនបនាទ ត់ប ះទា ាំងលនាះ ( ។ លទ្បើទ្បាស់កផនែ  លដើម្បើ
កសវងរែចលម្លើយ , correct to the nearest degree , the angle between each pair of curves at 
each point of intersection. 

    

    

 ាងចាំន ច  លៅលលើបា រា បូល  កដលមនែាំន ាំ  ។ ាង  
ជាម្ ាំរវាងបា រា បូល និងអងកត់  ល ើយាង  ជាម្ ាំរវាងបនាទ ត់លដែ និងបា រា បូល ដូចបរហ ញែន ង
រូប ។  

 

 
បរហ ញថ្ន  ។   

លយើងសនមតថ្នជាំន៊ួសែញ្ច ែ់បា រា បូល ( ែន ងលាំហាត់រើ២០ ( លោយែញ្ច ែ់កសវ៊ារ ។ លទាះបើែញ្ច ែ់
គម នែាំ  ាំ  ែ៏ព៊ួែអចបរហ ញពើអតេិភាពននែាំ  ាំ ទ្បក លម្៊ួយ ។ លៅែន ងរូប  ជាែនលះរងវង់កដលមនផចិត 

 ។ កា ាំរសមើននពនលឺចូលម្ែែន ងែញ្ច ែ់ទ្សបលៅនឹងអ័ែសលៅាម្បលណាដ យបនាទ ត់  នឹងទ្តូវបាន ល្ ះបញ្ច ាំ
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លៅលលើចាំន ច  លៅលលើអ័ែស ដូចលនះ ។ លតើមនអវើលែើតល ើងចាំល ះចាំន ច  លៅលពល
កដល  ខិ្តជិតនឹងអ័ែស   

 
 លបើ  និង  ជាអន គម្ន៍មនលដរ ើលវ កដល  ល ើយ   បរហ ញថ្ន  

 
 គ នាៈ    

 អន គម្ន៍ដឺលទ្ែរើបើ  មនឫសបើលផសងគន   ។ គូសទ្កា វាង
អន គម្ន៍ និងបនាទ ត់ប ះរបស់វា at the average of each pair of zeros. លតើអនែែត់ចាំណាាំលឃើញអវើ   

 លតើតនម្ល  ប  នាម នកដ សម្ើការ  មនដាំលណាះទ្សាយកតម្៊ួយគត់   

 ចាំល ះចាំន៊ួនគត់វជិាមន  លតើវាពិតឫលរកដល   

 លបើៈ  ។ បរហ ញថ្នៈ  ។ 

 លគឲ្យលអលើបម្៊ួយ  កដល ។ រែសម្ើការននសាំន ាំចាំន ចទា ាំងអស់កដលមន
បនាទ ត់ប ះលៅកខ្សលកាងកដលមនលម្គ  ទ្បាប់រិសគឺៈ 

  ចទ្មស 
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  ចទ្មសអវជិាមន ។  

 រែពើរចាំន ចលៅលលើកខ្សលកាង  កដលsមនបនាទ ត់ប ះម្៊ួយ ។ 

 សនមតថ្នមនបើចាំន ចលៅលលើបា រា បូល មនទ្បសពវគន បនាទ ត់កែងកខ្សងលកាងទ្តង់ម្៊ួយ
ចាំ  ច។ បរហ ញថ្ន ផលបូែអប់ស ើសទ្តង់ចាំ  ចកាត់កែងលសមើ 0។  ចាំ  ចននបនទះលឈើម្៊ួយលៅែន ងបល
ង់ ជាចាំន ចម្៊ួយកដលែូអរលោលនជាចាំន៊ួនគត់ ។ សនមតថ្នរងវង់កដលមនកា ាំ  ទ្តូវបានគូរលោយលទ្បើចាំន ចនន
បនទះលឈើទា ាំងអស់ជាផចិត ។ រែតនម្លតូចបាំផ តននកា ាំកដលកដលមនបនាទ ត់ណាម្៊ួយកដលមនលម្គ  ទ្បាប់
រិស  ល ើយកាត់រងវង់ខ្លះៗ ននរងវង់ទា ាំងអស់លនះ ។ 

 លកានម្៊ួយមនកា ាំ   ( cm ) និងែម្ពស់  ( cm ) ទ្តូវបានបនាទ បលៅចាំន ចដាំបូងលោយអទ្ា 
 ចូលលៅែន ងស ើឡា ាំងខ្ពស់កដលមនកា ាំ   កដលទ្តូវបានបាំលពញលោយកផនែលោយរឹែ ។ 

លតើែទ្មិ្តរឹែលែើនល ើងលថរោ ងដូចលម្តចរ ូតដល់លិចលកានបាត់? 

  ធ្ ងម្៊ួយមនរាងជាលកា បង្គ្ញ្ច សកដលមនែម្ពស់  និង កា ាំ  លៅែាំពូល ។ វា
ទ្តូវបានបាំលពញលោយអងាធាត រាវៗកដល ូរាម្ទ្ជុង ាម្អទ្ាសមមទ្តលៅនឹងនផទទ្ែោននធ្ ងលនាះ
កដលមនរាំនាែ់រាំនងជាម្៊ួយអងាធាត រាវ ។ ( នផទទ្ែោននលកា គឺ  កដល  ជាកា ាំ ល ើយ  ជាែម្ពស់ 
ទាប ( ។ លបើលយើងចាែ់រឹែរាវចូលែន ងធ្ ងលោយអទ្ា  លពលលនាះែម្ពស់ននអងាធាត រាវថយច ះ
លោយអទ្ា  លពលកដលែម្ពស់វាគឺ  ។ លបើលយើងចង់ រែាែម្ពស់វាលៅែម្ពស់លថរគឺ  
។ លតើលៅអទ្ាប  នាម នកដលលយើងគ៊ួរកតចាែ់រឹែរាវចូលលៅែន ងធ្ ងលនាះ 

 

 

 

.b

29.
4 22y x x x= − −

30. 2y x=

31.

r

3

32. r h

1 /cm s R ( )cm

33. 16 cm 5 cm

rl r l

32 /cm mn

0.3 /cm mn 10 cm 10 cm



  

 

 73  

 

រមរ ៀនទ្យី២ កា រស្របើស្របេឌ់ីរផ បង់ថ្េយល 

២.១.តច្មែអតិប ម្ម នងិតច្មែអប្ប ម្ម ( Maximum and Minimum Values ) 

ការលទ្បើទ្បាស់ការគ នាឌ្ើលផរ  ង់កសយលម្៊ួយចាំន៊ួន កដលមនសារៈសាំខាន់បាំផ តគឺជាបញ្ហ កដលលធ្វើ
ឱ្យមនការទ្បលសើរល ើង កដលែន ងលនាះព៊ួែលយើងទ្តូវបានលគតទ្មូ្វឱ្យកសវងរែផលូ វល អបាំផ តពើការលធ្វើអវើម្៊ួយ។ 
ទា ាំងលនាះគឺជាឧទា រ ៍ននបញ្ហ ទា ាំងឡាយណាកដលព៊ួែលយើងនឹងលោះទ្សាយែន ងជាំពូែលនះ ៖ 

លតើែាំប  ងម្៊ួយកដលលធ្វើឱ្យនថលលដើម្ផលិតែម្មអបបបរមលនះ មនរូបរាងោ ងដូចលម្ដច? 

លតើការលែើនល ើងអតិបរមរបស់លលបឿនោនអវកាសលសមើប  នាម ន? (លនះគឺជាសាំ ៊ួ រសាំខាន់ដល់អវ
កាសចរកដលទ្តូវទ្ទា ាំទ្រលៅនឹងលរធផលននការលែើនល ើងលលបឿន(។ 

លតើទ្បកវងកា ាំននបាំពង់ខ្យល់ កដលបលញ្ច ញខ្យល់បានលរៀងទាត់បាំផ ត ែន ងែាំ  ងលពលែអែ មន
ទ្បកវងលសមើប  នាម ន? 

លតើសរនសឈាម្គ៊ួរកបែកម្ែលៅទ្តង់ម្ ាំណា លដើម្បើឱ្យលបះដូងចាំណាយែមល ាំងអបបរមែន ងការ
បូម្ឈាម្? 

បញ្ហ ទា ាំងលនះនឹងទ្តូវបានកាត់បនេយែន ងការកសវងរែតនម្លអតិបរម ឬតនម្លអបបបរមននអន គម្ន៍។ 
ជាដាំបូងលយើងទ្តូពនយល់ឱ្យបានចាស់ថ្នលតើតនម្លអតិបរម និងតនម្លអបបបរមមនន័យោ ងដូចលម្ដច។ 
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លយើងលឃើញថ្នចាំ  ចកដលខ្ពស់បាំផ តលៅលលើទ្កាបននអន គម្ន៍ f  បានបរហ ញែន ងរូបលលខ្  

1 គឺចាំ  ច ( )3,5  ។ ែន ងន័យលផសងលរៀត តនម្លធ្ាំបាំផ តនន f  គឺ ( )3 5f =  ។ លលើសពើលនះ តនម្លតូច 

បាំផ តនន f  គឺ ( )6 2f =  ។ លយើងអចនិោយបានថ្ន ( )3 5f =  គឺជាអតិបរមោច់ខាតនន f  
ល ើយ ( )6 2f =  គឺជាអបបបរមោច់ខាត។ 

ជារូលៅ លយើងលទ្បើនិយម្ន័យដូចខាងលទ្កាម្ ៖    និយម្ន័យៈ លគមន c  
ជាចាំន៊ួនម្៊ួយែន ងកដនែាំ ត់ D  ននអន គម្ន៍ f  ។ បនាទ ប់ម្ែ ( )f c  គឺជា  

តនម្លអតិបរមោច់ខាតនន f  លលើ D  ទ្បសិនលបើ ( ) ( )f c f x x D    ។ 

តនម្លអបបបរមោច់ខាតនន f  លលើ D  ទ្បសិនលបើ ( ) ( )f c f x x D    ។ 

លពលខ្លះ តនម្លធ្ាំបាំផ តោច់ខាតម្៊ួយ ទ្តូវបានលគលៅថ្នតនម្លធ្ាំបាំផ ត ឬតូចបាំផ តជាសាែល។ តនម្លធ្ាំ
បាំផ ត និងតូចបាំផ តនន f  ទ្តូវបានលគលៅថ្នតនម្លបរមនន f  ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

រូបរើ ២ 

 

រូបរើ 2 បរហ ញថ្នទ្កាបននអន គម្ន៍ f ម្៊ួយកដលមនអតិបរមោច់ខាតទ្តង់ d  និង 

អបបបរមោច់ខាតទ្តង់ a  ។ ចាំណាាំថ្ន ( )( ),d f d គឺជាចាំ  ចកដលខ្ពស់បាំផ តលៅលលើទ្កាបល ើយ 
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 ( )( ),a f a  គឺជាចាំ  ចកដលទាបបាំផ ត។ ែន ងរូបរើ 2 លបើលយើងពិនិតយលៅលលើកតតនម្លនន x  ខិ្តជិត 

b  [ឧទា រ ៍ៈ លបើលយើងលផ្លត តការយែចិតតរ ែោែ់លៅលលើចលនាល ះ ( ), ]a c  បនាទ ប់ម្ែ  

( )f b  គឺជាតនម្លកដលធ្ាំបាំផ តនន ( )f x  និងទ្តូវបានលគលៅថ្នតនម្លអតិបរមលធ្ៀបនន f  ។ លលើសពើ
លនះ ( )f c  ទ្តូវបានលគលៅថ្នតនម្លអបបបរមលធ្ៀបនន f  លទ្ ះ ( ) ( )f c f x  លពល x  ខិ្តជិត c  [ឧទា 
រ ៍ៈ លលើចលនាល ះ ( ), ]b d  ។ អន គម្ន៍ f  ែ៏មនអបបបរមលធ្ៀបទ្តង់ c កដរ។ ជារូលៅ លយើងមននិយម្ន័យ
ដូចខាងលទ្កាម្ ៖ 

 និយម្ន័យៈ ចាំន៊ួន ( )f c  គឺជា ៖ 

តនម្លអតិបរមលធ្ៀបម្៊ួយនន f  ទ្បសិនលបើ ( ) ( )f c f x  លៅលពល x  ខិ្តជិត c  ។ 

តនម្លអបបបរមលធ្ៀបម្៊ួយនន f  ទ្បសិនលបើ ( ) ( )f c f x  លៅលពល x  ខិ្តជិត c  ។ 

ែន ងនិយម្ន័យរើ 2 ( និងលៅែកនលងលផសងលរៀត ( លបើលយើងនិោយថ្នមនអវើម្៊ួយកដលពិត 

ខិ្តជិត c  មនន័យថ្ន វាពិតលៅលលើចលនាល ះលបើែកដលផទ ែ c  ។ ឧទា រ ៍ៈ ែន ងរូបរើ 3 លយើង 

លឃើញថ្ន ( )4 5f =  គឺជាអបបបរមលធ្ៀបលទ្ ះវាជាតនម្លតូចបាំផ តនន f  លៅលលើចលនាល ះ I  ។ 

វាមិ្នកម្នជាអបបបរមោច់ខាតលរលទ្ ះ ( )f x  មនតនម្លតូចជាង លៅលពល x  ខិ្តជិត 12    ( 
ឧទា រ ៍ៈ ែន ងចលនាល ះ K  ) ។ ាម្ការពិត ( )12 3f =  គឺជាអបបបរមលធ្ៀបផង និងអបបបរមោច់ខាត
ផង។ ទ្សលដៀងគន កដរ ( )8 7f = គឺជាអតិបរមលធ្ៀប ប  កនតមិ្នកម្នជាអតិបរមោច់ខាតលរ លទ្ ះ f  មន
តនម្លធ្ាំជាង លៅលពល x  ខិ្តជិត 1 ។ 

 

 

 

 

 

រូបរើ ៤ 
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ឧទា រ ៍រើ ១ : អន គម្ន៍ ( ) cosf x x=  ចាំណាយលពលលៅលលើតនម្លអតិបរមលធ្ៀប និងោច់ខាត 
គម នរើបញ្ច ប់ជាលទ្ចើនដង លោយសារកត cos2 1n =  ទ្គប់ចាំន៊ួនគត់ n  ល ើយ 1 cos 1x−    x  ។ លលើស
ពើលនះ ( )cos 2 1 1n + = −  គឺជាតនម្លអតិបរម កដល n  គឺជាចាំន៊ួនគត់ណាម្៊ួយ។ 

ឧទា រ ៍រើ ២ : លបើ ( ) 2f x x=  លនាះ ( ) ( )0f x f  លទ្ ះ 
2 0x x   ។ ដូលចនះ ( )0 0f =  គឺជាតនម្លអតិបរមោច់ខាត 

ផង និងជាតនម្លអតិបរមលធ្ៀបផងនន f  ។ វាទ្តូវគន លៅនឹង 

ការពិតកដលថ្នគល់តទ្មុ្យគឺជាចាំ  ចកដលលៅលទ្កាម្លគ   រូបរើ 4 

បងអស់ននបា រា បូល 2y x=  ។ ( លម្ើលរូបរើ 4 ) ។ ប  កនត វាមិ្នមនចាំ  ចកដលខ្ពស់បាំផ តលៅលលើបា 
រា បូលលរ ដូលចនះល ើយអន គម្ន៍លនះគម នតនម្លអតិបរមលរ។ 

ឧទា រ ៍រើ ៣ : ាម្ទ្កាបននអន គម្ន៍ ( ) 3f x x=  កដល 

បានបរហ ញែន ងរូបរើ 5 លយើងលឃើញថ្នអន គម្ន៍លនះមិ្នមន 

តនម្លអតិបរមោច់ខាត ឬតនម្លអបបបរមោច់ខាតល ើយ។  

ាម្ពិតលៅ វាែ៏គម នតនម្លបរមកដរ។            រូបរើ 5 

ឧទា រ ៍រើ ៤ : ទ្កាបននអន គម្ន៍  

( ) 4 3 23 16 18 1 4f x x x x x= − + −     
ទ្តូវបានលគបរហ ញែន ងរូបរើ 6 ។ អនែអចលឃើញ 

ថ្ន ( )1 5f =  គឺជាអតិបរមលធ្ៀប ចាំក ែឯ អតិ 

បរមោច់ខាតគឺ ( )1 37f − =  ។ ( អតិបរមោច់ 

ខាតលនះមិ្នកម្នជាអតិបរមលធ្ៀបលរ លទ្ ះវា 

សេិតលៅចាំ  ចច ងម្៊ួយននទ្កាប។( ម្ា  ងលរៀត 

 រូបរើ 6 
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( )0 0f =  គឺជាអបបបរមលធ្ៀប ល ើយ ( )3 27f = − គឺជាអបបបរមលធ្ៀបផង និងជាអបបបរមោច់
ខាតផង។  

 លយើងបានលឃើញថ្នអន គម្ន៍ខ្លះមនតនម្លបរម ចាំក ែឯអន គម្ន៍ខ្លះមិ្នមនលរ។ទ្រឹសដើ
បរខាងលទ្កាម្ផដល់នូវលែខខ្ ា ម្៊ួយចាំន៊ួន កដលអន គម្ន៍ម្៊ួយទ្តូវបានធានាថ្នមនតនម្លបរម។ 

ទ្រឹសដើបរតនម្លបរម ( The Extreme Value Theorem ) លបើ f  ជាប់លលើចលនាល ះបិរ  ,a b  លនាះ 
f  ររ៊ួលបានតនម្លអតិបរមោច់ខាតម្៊ួយគឺ ( )f c  និងតនម្លអបបបរមោច់ខាតម្៊ួយគឺ ( )f d  កដលមន

ចាំន៊ួន c  និង d  លៅែន ង  ,a b  ។ 

 ទ្រឹសដើបរតនម្លបរម ( The Extreme Value Theorem ) ទ្តូវបានបរហ ញែន ងរូបរើ 7 ។ 
ចាំណាាំថ្ន តនម្លបរមននកខ្សលកាងម្៊ួយ អចមនលទ្ចើនជាងម្៊ួយ។ លទាះបើទ្រឹសដើបរតនម្លបរម   ( The 
Extreme Value Theorem ) ជាគាំនិតកដលអចរ ែចិតតបានោ ងណាែ៏លោយ ែ៏វាមនការពិបាែែន ងការ
ទ្សាយបញ្ា ែ់កដរ ដូលចនះល ើយលរើបលយើងមិ្នបញ្ចូ លការទ្សាយបញ្ា ែ់ម្ែលរ។ 

 
      រូបរើ 7 

រូបរើ 8 និង 9 បរហ ញថ្នអន គម្ន៍ម្៊ួយមិ្នទ្តូវការមនតនម្លបរមល ើយទ្បសិនលបើសម្តតិែម្ម ( ភាព
ជាប់ ឬចលនាល ះបិរ (មិ្នទ្តូវបានបញ្ចូ លពើទ្រឹសដើបរតនម្លបរម (The Extreme Value Theorem ) ។ 

                   
 រូបរើ 8 រូបរើ 9 
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អន គម្ន៍ f  កដលទ្កាបរបស់វាទ្តូវបានបរហ ញែន ងរូបរើ 8 ទ្តូវបានែាំ ត់លលើចលនាល ះបិរ  0,2  
ប  កនតគម នតនម្លអតិបរមលរ។ ( ចាំណាាំថ្នសាំ  ាំ រូបភាពនន f  គឺ [0,3) ) ។ អន គម្ន៍លនះអចយែតនម្ល
ទ្បក លលសមើនឹង 3 ប  កនតវាមិ្នអចលៅដល់តនម្លលសមើ 3 លរ។ វាមិ្នទ្បឆ្ ាំងនឹងទ្រឹសដើបរតនម្លបរម ( The 
Extreme Value Theorem ) លរ លទ្ ះ f  មិ្នកម្នជាអន គម្ន៍ជាប់។ [ លទាះជាោ ងណាែ៏លោយ អន 
គម្ន៍ោច់ម្៊ួយអចមនតនម្លអតិបរម និងអបបបរមបាន។ លម្ើលលាំហាត់រើ ( )13 b ។] 

អន គម្ន៍ g  កដលបានបរហ ញែន ងរូបរើ 9 ជាប់លលើចលនាល ះលបើែ ( )0,2  ប  កនតគម នតនម្លអតិបរម ឬអបប
បរមលរ។ [ សាំ  ាំ រូបភាពនន g  គឺ ( )1,  ។ អន គម្ន៍លនះអចយែតនម្លធ្ាំ បាន។ ] វាមិ្នទ្បឆ្ ាំងនឹងទ្រឹសដើ
បរតនម្លបរម ( The Extreme Value Theorem ) លរ លទ្ ះចលនាល ះ ( )0,2  មិ្នកម្នជាចលនាល ះបិរ ។ 

ទ្រឹសដើបរតនម្លបរម ( The Extreme Value Theorem ) និោយថ្ន អន គម្ន៍ម្៊ួយជាប់លលើចលនាល ះ
បិរម្៊ួយ មនតនម្លអតិបរមម្៊ួយ និងតនម្លអបបបរមម្៊ួយ ប  កនតវាមិ្នបានទ្បាប់លយើងពើរលបៀបននការរែតនម្លបរ
មលរ។ដូលចនះ លយើងចាប់លផដើម្លោយកសវងរែតនម្លបរមលធ្ៀប។ 

 រូបរើ 10 បរហ ញថ្នទ្កាបននអន គម្ន៍ 

f  ម្៊ួយកដលមនអតិបរមលធ្ៀបទ្តង់ c  និង 

អបបបរមទ្តង់ d  ។ វាបរហ ញឱ្យលឃើញថ្ន 

លៅទ្តង់ចាំ  ចអតិបរម និងអបបបរម  

បនាទ ត់ប ះគឺជាបនាទ ត់លដែ ដូលចនះល ើយវា 

មនលម្គ  ទ្បាប់រិសលសមើ 0  ។ លយើងដឹង    រូបរើ 10 

ថ្នលដរ ើលវគឺជាលម្គ  ទ្បាប់រិសននបនាទ ត់ប ះ ដូលចនះវាបរហ ញឱ្យលឃើញថ្ន ( )' 0f c =  និង ( )' 0f d =

ទ្រឹសដើបរខាងលទ្កាម្និោយថ្ន វាពិតជានិចចសទ្មប់អន គម្ន៍កដលមនលដរ ើលវ។ 

 ទ្រឹសដើបរ វូម ត ( Fermat’s Theorem ) លបើ f  មនអតិបរមលធ្ៀប ឬអបបបរមលធ្ៀប
ទ្តង់ c  ល ើយលបើ ( )'f c  អចែាំ ត់តនម្លបាន លនាះ ( )' 0f c =  ។ 

ទ្សាយបញ្ា ែ់ៈ សនមតថ្ន ចាំល ះទ្បលោជន៍ននភាពចាស់ោស់ កដល f  មនអតិបរមលធ្ៀបម្៊ួយ
ទ្តង់ c  ។ លនាះ ាម្និយម្ន័យរើ 2 ( ) ( )f c f x  លបើ x  ខិ្តជិត ។ លនះបញ្ា ែ់ថ្នលបើ h  ខិ្តជិត 0 កដល 
h  វជិាមន ឬអវជិាមន លនាះ ( ) ( )f c f c h +   
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ដូលចនះល ើយ 

 ( ) ( ) 0f c h f c+ −    
លយើងអចកចែអងាទា ាំងសងខាងននវសិម្ើការលោយចាំន៊ួនវជិាមនម្៊ួយ។ ដូលចនះ លបើ 0h   ល ើយ h  

តូចល មម្ លយើងបាន ( ) ( )
0

f c h f c

h

+ −
   

បាំ ែ់លើម្ើតខាងសាដ ាំនដននអងាទា ាំងសងខាងននវសិម្ើការ ( លទ្បើទ្រឹសដើបរ 2.3.2 ) លយើងបាន  
( ) ( )

0 0
lim lim 0 0
h h

f c h f c

h+ +→ →

+ −
 =

  
ប  កនតលោយសារកត ( )'f c  អចែាំ ត់តនម្លបាន លនាះលយើងបាន 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0
' lim lim

h h

f c h f c f c h f c
f c

h h+→ →

+ − + −
= =

  
ដូលចនះល ើយលយើងបានបរហ ញថ្ន ( )' 0f c   ។ 

លបើ 0h   លនាះរិសលៅននវសិម្ើការ  ខាងលលើ ទ្តូវបានចទ្មសលៅលពលលយើងកចែវាលោយ h  : 
( ) ( )

0 0
f c h f c

h
h

+ −
 

  
ដូលចនះ លោយយែលើម្ើតលៅខាងល វ្ងនដ លយើងបាន 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0
' lim lim 0

h h

f c h f c f c h f c
f c

h h−→ →

+ − + −
= = 

  
លយើងបានបរហ ញថ្ន ( )' 0f c   ល ើយែ៏បរហ ញថ្ន ( )' 0f c   ។ លោយសារកតវសិម្ើការទា ាំងពើរ

លនះទ្តូវកតពិត លនាះភាពកដលអចលែើតល ើងបានកតម្៊ួយគត់លនាះគឺ ( )' 0f c =  ។ 

 លយើងបានទ្សាយបញ្ា ែ់ទ្រឹសដើបរ វូម តសទ្មប់ែរ ើ ននអតិបរមលធ្ៀបម្៊ួយ។ ែរ ើ នន
អបបបរមលធ្ៀបម្៊ួយអចទ្តូវបានទ្សាយបញ្ា ែ់ាម្វធិ្ើទ្សលដៀងគន ម្៊ួយ ឬលយើងអចលទ្បើលាំហាត់រើ 76 លដើម្បើ
ទាញបញ្ា ែ់វាពើែរ ើ កដលលយើងលរើបកតបានទ្សាយបញ្ា ែ់ ( លម្ើលលាំហាត់រើ 77 ) ។ 
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 ឧទា រ ៍ខាងលទ្កាម្ោស់លតឿនលយើងែ ាំឱ្យអនទ្រឹសដើបរ វូម តលទ្ចើនលពែៈ លយើងមិ្នអច
រ ាំពឹងថ្នការែាំ ត់តនម្លបរមលោយែាំ ត់ឱ្យ ( )' 0f x =  ល ើយលោះទ្សាយរែ x  មនភាពរយទ្សួល
លនាះលរ។ 

 

 

 

 

 

 

 

 

រូបរើ 11 

 

ឧទា រ ៍រើ 5 : លបើ ( ) 3f x x=  លនាះ ( ) 2' 3f x x=   

ដូលចនះ ( )' 0 0f =  ។ ប  កនត f  គម នអតិបរម ឬអបបបរមទ្តង់ 0 លរ ដូចកដលអនែបានលឃើញពើទ្កាប
របស់វាែន ងរូបរើ 11 ។ ( ឬសាំគល់ថ្ន 3 0 0x x    ប  កនត 3 0 0x x    ) ។ ការពិត 

លៅ ( )' 0 0f =  មនន័យសាម្ញ្ញថ្នកខ្សលកាង 3y x=  មន 

បនាទ ត់ប ះលដែម្៊ួយទ្តង់ ( )0,0  ។ ជាំន៊ួសឱ្យការមនអតិបរមឬអបបបរមទ្តង់ ( )0,0  កខ្សលកាងកាត់
បនាទ ត់ប ះរបស់វាទ្តង់ចាំ  ចលនាះ។ 

ឧទា រ ៍រើ 6 : អន គម្ន៍ ( )f x x=  មនតនម្លអបបបរមលធ្ៀប និងោច់ខាតទ្តង់ 0  ប  កនតតនម្ល
លនាះមិ្នអចរែលឃើញលោយលទ្បើ ( )' 0f x =  បានលរ លទ្ ះដូចកដលបានបរហ ញែន ងឧទា រ ៍រើ 5 ែន ង
កផនែរើ 2.8  ។ ( )' 0f  មិ្នអចែាំ ត់តនម្លបានលរ។ ( លម្ើលរូបរើ 12 ) 
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រូបរើ 12 

  ទ្បយត័នៈ ឧទា រ ៍រើ 5 និង 6 បរហ ញថ្នលយើងទ្តូវមនការទ្បុងទ្បយត័នលៅលពលលទ្បើទ្រឹសដើបរ វូ
ម ត ( Fermat’s Theorem ) ។ ឧទា រ ៍រើ 5 បាំពលឺថ្នលទាះជាលពល ( )' 0 0f =  ែ៏វាមិ្នទ្តូវការឱ្យមន
អតិបរម ឬអបបបរមទ្តង់ c  កដរ។ លលើសពើលនះលៅលរៀត វាទ្បក លជាមនតនម្លបរម លទាះជាលពល ( )'f c   
មិ្នអចែាំ ត់តនម្លបានែ៏លោយ ( ដូចឧទា រ ៍រើ 6 ) ។ 

 ទ្រឹសដើបរ វូម ត ( Fermat’s Theorem ) ក នា ាំថ្ន ោ ងលហាចណាស់លយើងគ៊ួរកតចាប់
លផដើម្រែតនម្លបរមនន f  ទ្តង់ចាំន៊ួន c  លពល ( )' 0f c =  ឬ ( )'f c  មិ្នអចែាំ ត់តនម្លបាន។ ចាំន៊ួនកបប
លនះទ្តូវបានលគោែ់លឈាម ះពិលសសឱ្យ។ 

 និយម្ន័យៈ ចាំ  ចពិលសស ( critical number ) ម្៊ួយននអន គម្ន៍ f  គឺជាចាំនូន c  ម្៊ួយ
ែន ងកដនែាំ ត់នន f  កដល ( )' 0f c =  ឬ ( )'f c  មិ្នអចែាំ ត់តនម្លបាន។ 

ឧទា រ ៍រើ 7 : រែចាំ  ចពិលសសនន ( ) ( )
3

5 4f x x x= −   

ចលម្លើយៈ 
( ) ( ) ( )

( ) ( )3 2 3

5 5 5
2 2 2

5 5 5

3 4 5 3 43 12 8
' 1 4

5
5 5 5

x x x x
f x x x x x

x x x

−  − − + − −
= − + − = − + = = 

    

( លបើលយើងសរលសរ ( )
3 8

5 54f x x x= −  លនាះលយើងនឹងអចររ៊ួលបានលរធផលដូចគន  ( 

ដូលចនះ ( )' 0f x =  លបើ 12 8 0x− =  លនាះ 3

2
x =  ល ើយ ( )'f x  មិ្នអចរែតនម្លបានលរលពល 0x =  

។ ដូចលនះ ចាំ  ចពិលសស គឺ 3

2
 និង 0  ។ 
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រូបរើ 13 បរហ ញពើទ្កាបរបស់អន គម្ន៍ f  ែន ងឧទា 

 រ ៍រើ 7។ វាទ្តឹម្ទ្តូវាម្ចលម្លើយរបស់លយើងលទ្ ះ 

វាមនបនាទ ត់ប ះលដែម្៊ួយទ្តង់ 1.5x =  និងបនាទ ត់ប ះ 

ឈរម្៊ួយទ្តង់ 0x =  ។             រូបរើ 13 

 ែន ងលែខខ្ ា នន ចាំន៊ួនពិលសស ទ្រឹសដើបរ វូម តអចទ្តូវបានបែទ្សាយល ើងវញិដូចខាង
លទ្កាម្ ( និយម្ន័យខាងលលើ និងទ្រឹសដើបររើ 4 ) : 

 លបើ f  មនអតិបរមលធ្ៀប ឬអបបបរមលធ្ៀបម្៊ួយទ្តង់ c  លនាះ c  ជាចាំ  ចពិលសសម្៊ួយនន 
f  ។ 

 លដើម្បើរែអតិបរមោច់ខាត ឬអបបបរមោច់ខាតម្៊ួយននអន គម្ន៍ជាប់ទ្តង់ចលនាល ះបិរ 
លយើងចាំណាាំថ្នវាជាលធ្ៀប [ ែន ងែរ ើ វាលែើតល ើងទ្តង់ចាំ  ចពិលសស ម្៊ួយាម្និយម្ន័យខាងលលើ]ឬវាលែើត
ល ើងទ្តង់ ចលនាល ះលនាះ។ ដូចលនះ នើតិវធិ្ើបើជាំហានខាងលទ្កាម្មនទ្បសិរធភាពជានិចច។ 

វធិ្ើសាង្គ្សតលោយលទ្បើចលនាល ះបិរ ( The closed Interval Method ) : លដើម្បើរែតនម្លអតិបរមោច់
ខាត និងតនម្លអបបបរមោច់ខាតននអន គម្ន៍ f  ជាប់លលើចលនាល ះបិរ  ,a b  លយើងទ្តូវៈ 

1.រែតនម្លនន f  ទ្តង់ចាំ  ចពិលសស នន f  ែន ង ( ),a b   

2.រែតនម្លនន f  ទ្តង់ចាំ  ចច ងននចលនាល ះលនាះ 

3.តនម្លធ្ាំជាងលគកដលរែបានពើជាំហានរើ 1 និងរើ 2 គឺជាតនម្លអតិបរមោច់ខាត ល ើយតនម្លកដល
តូចជាងលគគឺជាតនម្លអបបបរមោច់ខាត។ 

ឧទា រ ៍រើ8:រែតនម្លអតិបរមោច់ខាតនិងតនម្លអបបបរមោច់ខាតននអន គម្ន៍ 

( ) 3 2 1
3 1 4

2
f x x x x= − + −     

ចលម្លើយៈ លោយសារកត f  ជាប់លលើ 1
,4

2

 
− 
 

  លយើងអចលទ្បើទ្បាស់វធិ្ើសាង្គ្សតលោយលទ្បើចលនាល ះបិរ 

( The closed Interval Method ) : 
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( )

( ) ( )

3 2

2

3 1

' 3 6 3 2

f x x x

f x x x x x

= − +

= − = −   
លោយសារកត ( )'f x  មនន័យ x  លនាះចាំ  ចពិលសសនន f  លែើតល ើងលពល ( )' 0f x =   

នា ាំឱ្យ 0x =  ឬ 2x =   

ចាំណាាំថ្ន ម្៊ួយែន ងចាំលណាម្ចាំ  ចពិលសសទា ាំងលនាះ សេិតលៅលលើចលនាល ះ 1
,4

2

 
− 
 

  

តនម្លនន f  ទ្តង់ចាំ  ចពិលសសទា ាំងលនះគឺ  

( )0 1f =   ( )2 3f = −   
តនម្លនន f  ទ្តង់ចាំ  ចច ងននចលនាល ះលនាះគឺ 

1 1

2 8
f
 
− = 
       ( )4 17f =   

លបើលទ្បៀបលធ្ៀបចាំន៊ួនទា ាំងប៊ួនលនះ លយើងលឃើញថ្នតនម្លអតិបរមោច់ខាតគឺ ( )4 17f =  ល ើយតនម្ល
អបបបរមោច់ខាតគឺ ( )2 3f = −   

 ចាំណាាំថ្ន ែន ងឧទា រ ៍លនះ អតិបរមោច់ខាតលែើតល ើងលៅទ្តង់ចាំ  ចច ង ចាំក ែ 

ឯអបបបរមោច់ខាត លែើតល ើងលៅទ្តង់ចាំ  ចពិលសស។ ទ្កាបនន f  ទ្តូវបានគូសែន ងរូបរើ 14 ។ 

 លបើអនែមនឧបែរ ៍សទ្មប់គូសទ្កាប ឬែ ាំពយូរ័រកដលមនែម្មវធិ្ើសទ្មប់គូសទ្កាប វាពិត
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រូបរើ 14 

អចបា ន់សាម នតនម្លអតិបរមលធ្ៀប និងតនម្លអបបបរមលធ្ៀបបានោ ងរយទ្សួល។ ប  កនត
ឧទា រ ៍បនាទ ប់ បរហ ញថ្ន លយើងទ្តូវការការគ នាលដើម្បើរែតនម្លទ្បាែដ។  

ឧទា រ ៍រើ 9 :  

(a) លទ្បើឧបែរ ៍សង់ទ្កាបលដើម្បើបា ន់សាម នរែតនម្លអបបបរមោច់ខាត និងតនម្លអតិបរមោច់ខាត
ននអន គម្ន៍ ( ) 2sin , 0 2f x x x x = −     

(b) លទ្បើការគ នា លដើម្បើរែតនម្លទ្បាែដននតនម្លអបបបរម និងតនម្លអតិបរម 

 

ចលម្លើយៈ 

 

 

 

 

 

 

 

រូបរើ 15 
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(a) រូបរើ 15 បរហ ញពើទ្កាបនន f  ែន ងរូបភាពជាចត លកា កែង  0,2  និង 1,8− ។ លោយបដូ រ
រើា ាំងទ្រនិចបដូ ររើា ាំងលៅលលើែ ាំពយូរ័រ ឱ្យជិតចាំ  ចអតិបរមលយើងលឃើញថ្នែូអរលោលន y  មិ្នកទ្បទ្បួល
លទ្ចើនលរលៅតាំបន់ជ ាំវញិអតិបរម។ តនម្លអតិបរមោច់ខាតគឺទ្បក ល 6.97  ល ើយវាលែើតល ើងលៅលពល 

5.2x   ។ ទ្សលដៀងគន កដរ លោយបដូ ររើា ាំងទ្រនិចបដូ ររើា ាំងលៅលលើែ ាំពយូរ័រ ឱ្យជិតចាំ  ចអបបបរម លយើង
លឃើញថ្ន តនម្លអបបបរមោច់ខាតគឺទ្បក ល 0.68−  ល ើយវាលែើតល ើងលៅលពល 1.0x   ។ វាជាលរឿងកដល
អចលែើតល ើងបានែន ងការររ៊ួលបានការបា ន់ទ្បម លោយទ្តឹម្ទ្តូវជាងលនះ លោយពទ្ងើែឱ្យធ្ាំចាំចាំ  ច
អតិបរម និងអបបបរម ប  កនតជាំន៊ួសឱ្យការលធ្វើកបបលនះ លយើងម្ែលធ្វើការគ នាវញិ។ 

(b) អន គម្ន៍ ( ) 2sinf x x x= −  ជាអន គម្ន៍ជាប់លលើ  0,2  ។ លោយសារកត 

( )' 1 2cosf x x= −  លយើងមន ( )' 0f x =  លពល 1
cos

2
x =  ល ើយវាលែើតល ើងលៅលពល 

3
x


=  ឬ 5

3

  ។ 
តនម្លនន f  ទ្តង់ចាំ  ចពិលសសលនះគឺ  

2sin 3 0.684853
3 3 3 3

f
    

= − = −  − 
    

និង 
5 5 5 5

2sin 3 6.968039
3 3 3 3

f
    

= − = +  
   

តនម្លនន f  ទ្តង់ចាំ  ចច ងគឺ 

( )0 0f =   និង  ( )2 2 6.28f  =    

លបើលទ្បៀបលធ្ៀបចាំន៊ួនទា ាំងប៊ួនលនះ និងលទ្បើទ្បាស់វធិ្ើសាង្គ្សតលោយលទ្បើចលនាល ះបិរ ( The closed 

Interval Method ) លយើងលឃើញថ្នតនម្លអបបបរមោច់ខាតគឺ 3
3 3

f
  

= − 
 

 ល ើយតនម្លអតិបរមោច់

ខាតគឺ 5 5
3

3 3
f

  
= + 

 
 ។ តនម្លកដលបានរែពើកផនែ (a) អចយែម្ែលទ្បើការជាការពិនិតយលលើការររ

របស់លយើង។ 

ឧទា រ ៍រើ 10 : កែវយតឹអវកាស Hubble ទ្តូវ 

បានោតទ្តោងលៅនថារើ 24 កខ្ លម្សា ឆ្ន ាំ 1990  
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លោយរបែគាំល ើញោនអវកាស។ គទ្មូ្លលបឿន 

ននោនែន ងែាំ  ងលពលលធ្វើលបសែែម្ម ពើការលលើែ 

លចញលៅរយៈលពល 0t =  រ ូតដល់កា ាំទ្ជួចរងឹរបស់ 

ោនទ្តូវបានបលញ្ច ញលចាលលៅរយៈលពល 126t =  

 វនិារើ ទ្តូវបានផដល់ឱ្យលោយអន គម្ន៍ 

( ) 3 20.001302 0.09029 23.61 3.083v t t t t= − + −  ( គិតជា វើតែន ងម្៊ួយវនិារើ (។ លទ្បើអន គម្ន៍
លនះ បា ន់សាម នតនម្លអតិបរមោច់ខាត និងតនម្លអបបបរមោច់ខាតននសាំរ ះរបស់ោន រវាងការលលើែលចញ 
និងបលញ្ច ញលចាលនូវកា ាំទ្ជួចរបស់ោន។ 

ចលម្លើយៈ លគមិ្នបានស៊ួររែតនម្លបរមលោយលទ្បើអន គម្ន៍លលបឿនកដលលគឱ្យលនាះលរ ប  កនតលោយលទ្បើ
អន គម្ន៍សាំរ ះ។ ដូលចនះ ដាំបូងលយើងទ្តូវលធ្វើលដរ ើលវលដើម្បើរែសាំរ ះបានៈ 

( ) ( ) ( )3 2

2

' 0.001302 0.09029 23.61 3.083

0.003906 0.18058 23.61

d
a t v t t t t

dt

t t

= = − + −

= − +   
ឥ ូវលយើងលដរ ើលវអន គម្ន៍ a  កដលជាប់លលើចលនាល ះ 0 126t   លោយលទ្បើទ្បាស់វធិ្ើសាង្គ្សតលោយលទ្បើ

ចលនាល ះបិរ លនាះលយើងបាន ( )' 0.007812 0.18058a t t= −   

ចាំ  ចពិលសសកតម្៊ួយគត់កដលអចលែើតល ើងលៅលពល ( )' 0a t =  : 

1

0.18058
23.12

0.007812
t = 

  
បា ន់សាម ន ( )a t  ទ្តង់ចាំ  ចពិលសស និងទ្តង់ចាំ  ចច ង  

លយើងបាន ( ) ( ) ( )10 23.61 21.52 126 62.87a a t a=     

ដូចលនះសាំរ ះអតិបរមគឺទ្បក ល 262.87 /ft s  និងសាំរ ះអបបបរមគឺទ្បក ល 221.52 /ft s  ។ 
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២.២.ស្រទ្យឹេដបីទ្យតច្មែមធយម ( The Mean Value Theorem ) 

លយើងនឹងលឃើញថ្នលរធផលជាលទ្ចើនននជាំពូែលនះគឺអទ្ស័យលលើការពិតកដលសាំខាន់កតម្៊ួយគត់ 
កដលទ្តូវបានលគលៅថ្នទ្រឹសដើបរតនម្លែណាដ ល ( the Mean Value Theorem ) ។ ប  កនតលដើម្បើលៅដល់
ទ្រឹសដើបរតនម្លែណាដ ល លយើងទ្តូវការលរធផលខាងលទ្កាម្ជាម្ នសិន។ 

ទ្រឹសដើបររ  លូ ( Rolle’s Theorem ) : លគឱ្យ f  ជាអន គម្ន៍កដលលផទៀងផ្លទ ត់ាម្សម្មតិែម្មបើដូច
ខាងលទ្កាម្ៈ 

1. f  ជាប់លលើចលនាល ះបិរ  ,a b  ។ 

2. f  មនលដរ ើលវលលើចលនាល ះលបើែ ( ),a b  ។ 

3. ( ) ( )f a f b=   

លនាះមនចាំន៊ួន c  ម្៊ួយែន ង ( ),a b  កដល ( )' 0f c =  ។ 

ម្ នចូលដល់ការទ្សាយបញ្ា ែ់ លយើងទ្ែល ែលៅលម្ើលទ្កាបននអន គម្ន៍ទ្បលភរម្៊ួយចាំន៊ួនកដល
ទ្តឹម្ទ្តូវលៅថ្នម្សម្មតិែម្មទា ាំងបើ។ រូបរើ 1 បរហ ញពើទ្កាបននអន គម្ន៍បូន។ ែន ងែរ ើ នើម្៊ួយៗ វាបរហ ញឱ្យ
លឃើញថ្នមនចាំ  ចម្៊ួយោ ងតិច ( )( ),c f c  លៅលលើទ្កាបកដលមនបនាទ ត់ប ះលដែ ដូលចនះល ើយ 

( )' 0f c =  ។ ដូលចនះល ើយ ទ្រឹសដើបររ  ូលអចលជឿរ ែចិតតបាន។ 
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           រូបរើ 1 

ទ្សាយបញ្ា ែ់ៈ មនបើែរ ើ គឺៈ 

ែរ ើ រើ 1 : ( )f x k=  ជាចាំន៊ួនលថរ 

លនាះ ( )' 0f x =  ដូលចនះចាំន៊ួន c  អចទ្តូវបានយែលធ្វើជាចាំន៊ួនណាម្៊ួយែន ង ( ),a b  ។ 

ែរ ើ រើ 2 : ( ) ( )f x f a  ចាំល ះ x  ម្៊ួយចាំន៊ួនលៅែន ង ( ),a b  [ ដូចែន ងរូបរើ 1(b) ឬ (c)] 

ាម្ទ្រឹសដើបរតនម្លបរម ( the Extreme Value Theorem ) ( កដលលយើងអចលទ្បើាម្សម្មតិែម្ម
រើ 1 ) លនាះ f  មនតនម្លអតិបរមម្៊ួយទ្តង់ែកនលងណាម្៊ួយែែន ង  ,a b  ។ លោយសារកត ( ) ( )f a f b=  វា
ទ្តូវកតររ៊ួលបានតនម្លអតិបរមលនះទ្តង់ចាំន៊ួន c  ែន ងចលនាល ះលបើែ ( ),a b  ។ បនាទ ប់ម្ែ f  មនអតិបរម
លធ្ៀបម្៊ួយទ្តង់ c  ល ើយាម្សម្មតិែម្មរើ 2 f  មនលដរ ើលវទ្តង់ c  ។ ដូលចនះ ( )' 0f c =  ាម្ទ្រឹសដើបរ វូម ត 
( the Fermat’s Theorem ) ។ 

ែរ ើ រើ 3 : ( ) ( )f x f a  ចាំល ះ x  ម្៊ួយចាំន៊ួនលៅែន ង ( ),a b  [ ដូចែន ងរូបរើ 1(c) ឬ (d)] 

ាម្ទ្រឹសដើបរតនម្លបរម ( the Extreme Value Theorem ) f  មនតនម្លអបបបរមលធ្ៀបម្៊ួយែន ង 
 ,a b  ល ើយលោយសារកត ( ) ( )f a f b=  វាររ៊ួលបានតនម្លអបបបរមលនះទ្តង់ចាំន៊ួន c  ែន ង ( ),a b  ។ ជា

ថមើម្ដងលរៀត ( )' 0f c =  ាម្ទ្រឹសដើបរ វូម ត ( the Fermat’s Theorem ) ។ 

ឧទា រ ៍រើ 1 : លយើងអន វតតន៍ទ្រឹសដើបររ  ូលលៅអន គម្ន៍រើា ាំង ( )s f t=  ននវតេ ម្៊ួយកដលផ្លល ស់
រើ។ លបើវតេ លនាះសេិតលៅរើា ាំងដកដល ទ្តង់ខ្ ៈលពលខ្ សគន ពើរគឺ t a=  និង t b=  លនាះ ( ) ( )f a f b=  
។ ទ្រឹសដើបររ  ូលនិោយថ្ន មនខ្ ៈលពលខ្លះននរយៈលពល t c=  រវាង a  និង b  លៅលពល ( )' 0f c =  
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លលបឿនរបស់វាលសមើនឹង 0  ។ ( ជាពិលសស អនែអចលឃើញថ្នវាជាការពិតជាែ់កសដង លៅលពលបាល់ម្៊ួយទ្តូវ
បានលបាះល ើងលៅលលើលោយផ្លទ ល់។ ( 

ឧទា រ ៍រើ 2 : ទ្សាយបញ្ា ែ់ថ្នសម្ើការ 3 1 0x x+ − =  មនឫសម្៊ួយជាចាំន៊ួនពិត។ 

 

 

 

 

 

 

 

រូបរើ 2 

 

ចលម្លើយៈ ដាំបូងលយើងលទ្បើទ្រឹសដើបរតនម្លែណាដ ល (Intermediate Value Theorem ) ( 2.5.10 ) 

លដើម្បើបរហ ញថ្នវាមនឫស។ ាង ( ) 3 1f x x x= + −  លនាះ ( )0 1 0f = −   ល ើយ ( )1 1 0f =   ។ 
លោយសារកត f  ជាព  ធា លនាះវាជាអន គម្ន៍ជាប់ ដូលចនះទ្រឹសដើបរ តនម្លែណាដ ល (Intermediate Value 
Theorem )     

បរហ ញថ្ន មនចាំន៊ួន c  ម្៊ួយលៅចលនាល ះ 0  និង 1 កដល ( ) 0f c =  ។ ដូចលនះសម្ើការកដលលគឱ្យ
លនះមនឫសម្៊ួយ។  

 លដើម្បើបរហ ញថ្នសម្ើការលនះគម នឫសលផសងលរៀត លយើងលទ្បើទ្រឹសដើបររ  ូល ( Rolle’s 
Theorem ) ល ើយពិភាែាពើភាពផទ យគន របស់វា។ សនមតថ្នវាមនឫសពើរគឺ a  និង b  ។ លនាះ 
( ) ( )0f a f b= =  ល ើយលោយសារកត f  ជាអន គម្ន៍ព  ធា វាមនលដរ ើលវលលើ ( ),a b  ល ើយជាប់លលើ 

 ,a b  ។ ដូចលនះ ាម្ទ្រឹសដើបររ  ូល ( Rolle’s Theorem ) នា ាំឱ្យមនចាំន៊ួន c  ម្៊ួយលៅចលនាល ះ a  និង b  
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កដល ( )' 0f c =  ។ ប  កនត ( ) 2' 3 1 1f x x x= +      ( លោយសារកត 2 0x   ) ដូលចនះ ( )'f x  មិ្នអច
លសមើ 0  បានលរ។ លនះបរហ ញពើភាពផទ យគន ។ ដូលចនះ សម្ើការលនះមិ្នអចមនឫសពើរជាចាំន៊ួនពិតបានលរ។ 

 លយើងលទ្បើទ្បាស់ទ្រឹសដើបររ  ូល ( Rolle’s Theorem ) លដើម្បើទ្សាយបញ្ា ែ់ទ្រឹសដើបរសាំខាន់
ខាងលទ្កាម្ កដលទ្តូវបានសរលសរលោយគ ិតវរូិជនជាតិបារា ាំងលផសងលរៀត គឺលោែ Joseph-Louis 
Lagrange។ 

ទ្រឹសដើបរតនម្លម្ធ្យម្ ( The Mean Value Theorem ) លគឱ្យ f  ជាអន គម្ន៍កដលលផទៀងផ្លទ ត់ាម្
សម្មតិែម្មខាងលទ្កាម្ៈ 

1. f  ជាប់លលើចលនាល ះបិរ  ,a b  ។ 

2. f  មនលដរ ើលវលលើចលនាល ះលបើែ ( ),a b  ។ 

លនាះមនចាំន៊ួន c  ម្៊ួយែន ង ( ),a b  កដល 

 ( )
( ) ( )

'
f b f a

f c
b a

−
=

−
  

ឬសម្មូ្លនឹង  

 ( ) ( ) ( )( )'f b f a f c b a− = −   

 ម្ នលពលទ្សាយបញ្ា ែ់ទ្រឹសដើបរលនះ លយើងអចលឃើញថ្នវាពិតជាសម្ល ត ផល ាម្រយៈ
ការបែទ្សាយវាាម្រូបធ្រ ើ មទ្ត។ រូបរើ 3 និង 4 បរហ ញពើចាំ  ច ( )( ),A a f a  និង ( )( ),B b f b  លៅ
លលើទ្កាបននអន គម្ន៍ចាំន៊ួនពើរកដលអចលដរ ើលវបាន។ លម្គ  ទ្បាប់រិសននបនាទ ត់លសែង់ ( secant line ) 
AB  គឺ  

 ( ) ( )
AB

f b f a
m

b a

−
=

−
  

កដលជាែលនាម្កដលដូចគន លៅនឹងខាងសាដ ាំននសម្ើការ 1 ។ លោយសារកត ( )'f c  ជាលម្គ  ទ្បាប់
រិសននបនាទ ត់ប ះទ្តង់ចាំ  ច ( )( ),c f c  ាម្ទ្រឹសដើបរតនម្លម្ធ្យម្ ( the Mean Value Theorem ) ែន ង
រទ្ម្ង់កដលឱ្យលោយសម្ើការ 1 និោយថ្នោ ងតិចមនចាំ  ច ( )( ),P c f c  ម្៊ួយលៅលលើទ្កាបកដលលម្
គ  ទ្បាប់រិសននបនាទ ប់ប ះគឺដូចគន លៅនឹងលម្គ  ននបនាទ ត់លសែង់ ( secant line ) AB  ។ ែន ងន័យ
លផសងលរៀត មនចាំ  ច P  ម្៊ួយកដលបនាទ ប់ប ះទ្សបលៅនឹងបនាទ ត់លសែង់ ( secant line ) AB  ។ ( 
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ទ្សនម្ថ្នបនាទ ប់ម្៊ួយកដលទ្សបលៅនឹង AB  ចាប់លផដើម្ឆ្ា យលៅៗ ល ើយផ្លល ស់រើទ្សបលៅនឹងខ្ល៊ួ នវារ ូតដល់
វាប ះនឹងទ្កាបជាលលើែរើម្៊ួយ។( 

  
   រូបរើ 3      រូបរើ 4 

ទ្សាយបញ្ា ែ់ៈ លយើងអន វតត៍ទ្រឹសដើបររ  ូល ( Rolle’s Theorem ) លៅលលើអន គម្ន៍ h  ម្៊ួយកដល
ែាំ ត់ថ្នជាផលដែរវាង f  និងអន គម្ន៍កដលទ្កាបរបស់វាជាបនាទ ត់លសែង់ ( secant line ) AB  ។ 
លោយលទ្បើសម្ើការរើ 3 លយើងលឃើញថ្នសម្ើការននបនាទ ត់ AB  អចសរលសរជា 

( )
( ) ( )

( )
f b f a

y f a x a
b a

−
− = −

−
  ឬសរលសរជា ( )

( ) ( )
( )

f b f a
y f a x a

b a

−
= + −

−
  

ដូលចនះ ដូចកដលបានបរហ ញែន ងរូបរើ 5  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
f b f a

h x f x f a x a
b a

−
= − − −

−
  

 



  

 

 92  

 

រូបរើ 5 

ជាដាំបូង លយើងទ្តូវកតលផទៀងផ្លទ ត់ថ្ន h  ទ្តឹម្ទ្តូវលៅាម្សម្មតិែម្មននទ្រឹសដើបររ  ូល។ 

1.អន គម្ន៍ h  ជាប់លលើ  ,a b  ពើលទ្ ះវាជាផលបូែនន f  និងអន គម្ន៍ព  ធាដឺលទ្ែរើម្៊ួយ ល ើយ
អន គម្ន៍ទា ាំងពើរលនះស រធកតជាអន គម្ន៍ជាប់។ 

2.អន គម្ន៍ h  មនលដរ ើលវលលើ ( ),a b  ពើលទ្ ះទា ាំង f  ល ើយអន គម្ន៍ព  ធាដឺលទ្ែរើម្៊ួយស រធកត
អចលដរ ើវាបាន។ ាម្ការពិត លយើងអចគ នា 'h  លោយផ្លទ ល់ពើសម្ើការរើ 4 : 

( ) ( )
( ) ( )

' '
f b f a

h x f x
b a

−
= −

−
 ( ចាំណាាំថ្ន ( )f a  និង ( ) ( ) ( )/f b f a b a− −    ជាចាំន៊ួនលថរ។( 

3. ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) 0
f b f a

h a f a f a a a
b a

−
= − − − =

−
  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
f b f a

h b f b f a b a f b f a f b f a
b a

−
= − − − = − − − =  −

  

ដូលចនះ ( ) ( )h a h b=  ។ 

 លោយសារកត h  ទ្តឹម្ទ្តូវលៅាម្សម្មតិែម្មននទ្រឹសដើបររ  ូល ( Rolle’s Theorem ) ទ្រឹសដើ
បរលនាះនិោយថ្នមនចាំន៊ួន c  ម្៊ួយលៅែន ង ( ),a b  កដល ( )' 0h c =  ។ ដូចលនះ 

( ) ( )
( ) ( )

0 ' '
f b f a

h c f c
b a

−
= = −

−
 ដូលចនះល ើយ ( )

( ) ( )
'

f b f a
f c

b a

−
=

−
  

ឧទា រ ៍រើ 3 : លដើម្បើបរហ ញទ្រឹសដើបរតនម្លម្ធ្យម្ ( Mean Value Theorem ) ជាម្៊ួយអន គម្
ន៍ពិលសសម្៊ួយ លយើងពិនិតយលម្ើលលៅលលើ ( ) 3 , 0, 2f x x x a b= − = =  ។ លោយសារកត f  ជាអន គម្ន៍ព
  ធា លនាះវាជាអន គម្ន៍ជាប់ ល ើយមនលដរ ើលវទ្គប់តនម្ល x  ដូលចនះវាទ្បាែដជាជាប់លលើ  0,2  ល ើយមនលដ
រ ើលវលលើ ( )0,2  ។ ដូលចនះ ាម្ទ្រឹសដើបរតនម្លម្ធ្យម្ ( Mean Value Theorem ) នា ាំឱ្យមនចាំន៊ួន c  ម្៊ួយែន ង 
( )0,2  កដល ( ) ( ) ( )( )2 0 ' 2 0f f f c− = −   

ល ើយ ( ) ( )2 6, 0 0f f= =  និង ( ) 2' 3 1f x x= −  ដូលចនះសម្ើការលៅជា ( )2 26 3 1 2 6 2c c= − = −   

នា ាំឱ្យ 2 4 2

3 3
c c=  =   ។ ប  កនត c  ទ្តូវសេិតលៅលលើ ( )0,2  ដូលចនះ 2

3
c =  ។ រូបរើ 6 បរហ ញពើ

ការគ នាលនះ : បនាទ ត់ប ះទ្តង់តនម្ល c  លនះ ទ្សបលៅនឹងបនាទ ត់លសែង់ ( secant line ( OB ។ 
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រូបរើ 6 

ឧទា រ ៍រើ 4 : លបើវតេ ម្៊ួយផ្លល ស់រើលលើបនាទ ត់ទ្តង់ម្៊ួយជាម្៊ួយអន គម្ន៍រើា ាំង ( )s f t=  លនាះ

លលបឿនម្ធ្យម្រវាង t a=  និង t b=  គឺ ( ) ( )f b f a

b a

−

−
 ល ើយលលបឿនទ្តង់ t c=  គឺ ( )'f c  ។ ដូចលនះ ទ្រឹសដើ

បរតនម្លម្ធ្យម្ ( the Mean Value Theorem ) ( ែន ងរទ្ម្ង់សម្ើការរើ 1 ( បរហ ញថ្ន លៅខ្ ៈលពល 
t c=  លៅចលនាល ះ a  និង b  លនាះលលបឿនខ្ ៈ ( )'f c  លសមើនឹងលលបឿនម្ធ្យម្។ ឧទា រ ៍ៈ លបើឡានម្៊ួយ

លធ្វើដាំល ើ របានចមា យ 180 km ែន ងរយៈលពល 2 លម ង។ លនាះទ្រនិចែ ងរ័រលលបឿនទ្តូវកតបានចងអ លទ្តង់
លលបឿន 90km/h ោ ងតិចម្ដង។  

 ជារូលៅ ទ្រឹសដើបរតនម្លម្ធ្យម្ ( the Mean Value Theorem ) អចទ្តូវបានបែទ្សាយ
លោយនិោយថ្ន មនចាំន៊ួនម្៊ួយកដលអទ្ាបកទ្ម្បទ្មួ្លខ្ ៈ លសមើគន លៅនឹងអទ្ាបកទ្ម្បទ្មួ្លម្ធ្យម្ លៅ
លលើចលនាល ះម្៊ួយ។ 

 សារៈសាំខាន់ននទ្រឹសដើបរតនម្លម្ធ្យម្ ( The Mean Value Theorem ) គឺ វាអចលធ្វើឱ្យ
លយើងររ៊ួលបានព័ត៌ាមនននអន គម្ន៍ម្៊ួយ ពើព័ត៌ាមនននលដរ ើលវរបស់វា។ ឧទា រ ៍បនាទ ប់ ផដល់អាំ ះអាំណា
ងដល់លគលការ ៍លនះ។ 

ឧទា រ ៍រើ 5 : សនមតថ្ន ( )0 3f = −  ល ើយ ( )' 5f x   ទ្គប់តនម្ល x  ។ លតើ ( )2f  អចមន
តនម្លធ្ាំប  ណាណ ? 

ចលម្លើយៈ លគឱ្យ f  មនលដរ ើលវ ( លនាះវាជាអន គម្ន៍ជាប់ ( ជានិចច។ ជាពិលសស លយើងអចលទ្បើទ្រឹសដើ
បរតនម្លម្ធ្យម្ ( the Mean Value Theorem ) លលើចលនាល ះ  0,2  ។ វាមនចាំន៊ួន c  ម្៊ួយកដល 
( ) ( ) ( )( )2 0 ' 2 0f f f c− = −  ដូលចនះ ( ) ( ) ( ) ( )2 0 2 ' 3 2 'f f f c f c= + = − +   
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លយើងមន ( )' 5f x x   លនាះលយើងបាន ( )' 5f c   ។ គ  អងាទា ាំងសងខាងននវសិម្ើការលនះ
នឹង 2  លយើងបាន ( )2 ' 10f c   ដូលចនះ ( ) ( )2 3 2 ' 3 10 7f f c= − +  − + =   

តនម្លធ្ាំបាំផ តកដល ( )2f  អចមនគឺ 7 ។ 

 ទ្រឹសដើបរតនម្លម្ធ្យម្ ( the Mean Value Theorem ) អចទ្តូវបានលគលទ្បើលដើម្បើបលងកើតនូវ
ការពិតជាមូ្លោា នម្៊ួយចាំន៊ួនននការគ នាឌ្ើលផរ  ង់កសយល។ ការពិតជាមូ្លោា នម្៊ួយគឺលៅទ្រឹសដើបរខាង
លទ្កាម្។ ល ើយការពិតលផសងលរៀត នឹងទ្តូវបានរែលឃើញែន ងកផនែលផសងៗខាងលទ្កាម្។ 

 ទ្រឹសដើបរៈ លបើ ( )' 0f x =  ទ្គប់តនម្ល x  លលើចលនាល ះ ( ),a b  លនាះ f  ជាអន គម្ន៍លថរលលើ 
( ),a b  ។ 

ទ្សាយបញ្ា ែ់ៈ លគឱ្យ 1x  និង 2x  ជាចាំន៊ួនពើរណាែ៏លោយលៅែន ង ( ),a b  កដល 1 2x x  ។ 
លោយសារកត f  មនលដរ ើលវលលើ ( ),a b  លនាះវាទ្តូវកតមនលដរ ើលវលលើ ( )1 2,x x  និងជាប់លលើ  1 2,x x  ។ លោយ
អន វតតន៍ទ្រឹសដើបរតនម្លម្ធ្យម្ ( the Mean Value Theorem ) លៅលលើ f  លលើចលនាល ះ  1 2,x x  លយើងររ៊ួល
បានចាំន៊ួន c  ម្៊ួយកដល 1 2x c x   ល ើយ 

 ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1'f x f x f c x x− = −   

លោយសារកត ( )' 0f x x=   លយើងបាន ( )' 0f c =  ដូលចនះល ើយសម្ើការរើ 6 លៅជា 
( ) ( )2 1 0f x f x− =  ឬ ( ) ( )2 1f x f x=   

ដូលចនះ f  មនតនម្លដូចគន ទ្តង់ចាំន៊ួនពើរណាែ៏លោយ 1x  និង 2x  ែន ង ( ),a b  ។ លនះមនន័យថ្ន f  
ជាអន គម្ន៍លថរលលើ ( ),a b  ។ 

 ែូរ  កល : លបើ ( ) ( )' 'f x g x=  ទ្គប់តនម្ល x  លលើចលនាល ះ ( ),a b  លនាះ f g−  ជាអន គម្ន៍លថរ
លលើ ( ),a b  មនន័យថ្ន ( ) ( )f x g x c= +  កដល c  ជាចាំន៊ួនលថរ។ 

ទ្សាយបញ្ា ែ់ៈ លគឱ្យ ( ) ( ) ( )F x f x g x= −  ។ លនាះ ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' 0 ,F x f x g x x a b= − =    ។ 
ដូចលនះ ាម្ទ្រឹសដើបររើ 5 F  ជាអន គម្ន៍លថរ មនន័យថ្ន f g−  ជាអន គម្ន៍លថរ។ 

 សមា ល់ៈ លយើងទ្តូវកតយែចិតតរ ែោែ់ែន ងការលទ្បើទ្រឹសដើបររើ 5 ។ លគឱ្យ 

( )
1 0

1 0

if xx
f x

if xx


= = 

− 
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កដនែាំ ត់នន f  គឺ { | 0}D x x=   ល ើយ ( )' 0f x x D=    ។ ប  កនតាម្ជាែ់កសដង f  មិ្ន
កម្នជាអន គម្ន៍លថរលរ។ លនះមិ្នកម្នផទ យពើទ្រឹសដើបររើ 5 លរពើលទ្ ះ D  មិ្នកម្នជាចលនាល ះ ។ ចាំណាាំថ្ន f  
ជាអន គម្ន៍លថរលលើចលនាល ះ ( )0,  ល ើយែ៏លថរលលើចលនាល ះ ( ),0−  ។ 

ឧទា រ ៍រើ 6 : ទ្សាយបញ្ា ែ់រូបម្នត 1 1tan cot
2

x x
− −+ =   

ចលម្លើយៈ លទាះជាការទ្សាយបញ្ា ែ់លនះមិ្នទ្តូវការការគ នាែ៏លោយ ែ៏ការទ្សាយបញ្ា ែ់លោយ
លទ្បើការគ នាជាលរឿងកដលសាម្ញ្ញ។ លបើ ( ) 1 1tan cotf x x x− −= +  លនាះ ( ) 2 2

1 1
' 0

1 1
f x

x x
= − =

+ +
 

ទ្គប់តនម្ល x  ។ ដូលចនះ ( )f x C=  ជាអន គម្ន៍លថរ។ លដើម្បើែាំ ត់តនម្ល C  លយើងយែ 1x =  ( លទ្ ះលយើង
អចរែតនម្លទ្បាែដនន ( )1f  បាន ( លនាះ ( ) 1 11 tan 1 cot 1

4 4 2
C f

  − −= = + = + =   

ដូចលនះ 1 1tan cot
2

x x
− −+ =   

២.៣.  របៀបថ្េលរេ រីវម្មនឥទ្យធិពលរលើ បូរាងច្នស្រកាប ( How Derivatives Affect the 
Shapes of a Graph ) 

ការលទ្បើទ្បាស់ការគ នាជាលទ្ចើន ពឹងកផអែលលើសម្តេភាពរបស់លយើងែន ងការទាញបញ្ា ែ់ពើការពិត
អាំពើអន គម្ន៍ f  ម្៊ួយពើព័ត៌ាមនកដលទាែ់រងលៅនឹងលដរ ើលវរបស់វា។ លោយសារកត ( )'f x  តាំណាងឱ្យលម្
គ  ទ្បាប់រិសននកខ្សលកាង ( )y f x=  ទ្តង់ចាំ  ច ( )( ),x f x  លរើបវាទ្បាប់លយើងពើរិសលៅកដលែន ងលនាះ
កខ្សលកាងបនតទ្តង់ចាំ  ចនើម្៊ួយៗ។ ដូលចនះវាសម្ល ត ផលែន ងការរ ាំពឹងថ្នព័ត៌ាមនអាំពើ ( )'f x  នឹងផដល់ឱ្យ
លយើងនូវព័ត៌ាមនអាំពើ ( )f x  ។ 

លតើ 'f  ថ្នោ ងណាអាំពើ f  ? 

លដើម្បើឱ្យលឃើញថ្នលតើលដរ ើលវនន f  អចទ្បាប់លយើងពើែកនលងកដលអន គម្ន៍ម្៊ួយលែើន ឬច ះលោយរលបៀប
ណាលនាះ ចូរលម្ើលរូបរើ 1 ។ ( អន គម្ន៍លែើន និងអន គម្ន៍ច ះ ទ្តូវបានែាំ ត់ែន ងកផនែ 1.1 ។( លៅចលនាល ះ 
A  និង B  និងចលនាល ះ C  និង D  បនាទ ត់ប ះមនលម្គ  ទ្បាប់រិសវជិាមន ដូលចនះល ើយ ( )' 0f x   ។ លៅ

ចលនាល ះ B  និង C  បនាទ ត់ប ះមនលម្គ  ទ្បាប់រិសអវជិាមន ដូលចនះល ើយ ( )' 0f x   ។ ដូចលនះវាបរហ ញ
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ឱ្យលឃើញថ្ន f  លែើនលៅលពល ( )'f x  វជិាមន និងច ះលៅលពល ( )'f x  អវជិាមន។ លដើម្បើទ្សាយបញ្ា ែ់ថ្ន
វាកតងកតមនែរ ើ កបបលនះ លយើងលទ្បើទ្រឹសដើបរតនម្លម្ធ្យម្ ( the Mean Value Theorem )។ 

 
រូបរើ 1 

Increasing/Decreasing Test 

(a) លបើ ( )' 0f x   លលើចលនាល ះម្៊ួយ លនាះ f  លែើនលលើចលនាល ះលនាះ។ 

(b) លបើ ( )' 0f x   លលើចលនាល ះម្៊ួយ លនាះ f  ច ះលលើចលនាល ះលនាះ។ 

ទ្សាយបញ្ា ែ់ៈ 

(a) លគឱ្យ 1x  និង 2x  ជាចាំន៊ួនពើរណាែ៏លោយលៅែន ងចលនាល ះកដល 1 2x x  ។ ាម្និយម្ន័យនន
អន គម្ន៍លែើន ( រាំព័ររើ 19 ) លយើងបានបរហ ញថ្ន ( ) ( )1 2f x f x  ។  

 លោយសារកតលគឱ្យ ( )' 0f x   លយើងដឹងថ្ន f  មនលដរ ើលវលលើ  1 2,x x  ។ ដូលចនះ ាម្ទ្រឹសដើ
បរតនម្លម្ធ្យម្ ( the Mean Value Theorem ) នា ាំឱ្យមនចាំន៊ួន c  ម្៊ួយលៅចលនាល ះ 1x  និង 2x  កដល 

 ( ) ( ) ( )( )2 1 2 1'f x f x f c x x− = −   

ឥ ូវលនះ ( )' 0f c   លោយការបា ន់សាម ន ល ើយ 2 1 0x x−   ពើលទ្ ះ 1 2x x  ។ ដូចលនះ ខាងសាដ ាំ
ននសម្ើការរើ 1 គឺវជិាមន ដូលចនះល ើយ ( ) ( )2 1 0f x f x−   ឬ ( ) ( )1 2f x f x   

លនះបរហ ញថ្ន f  លែើន។ 

កផនែ (b) ទ្តូវបានទ្សាយបញ្ា ែ់ទ្សលដៀងគន កដរ។ 
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ឧទា រ ៍រើ 1: រែែកនលងកដលលធ្វើឱ្យអន គម្ន៍ ( ) 4 3 23 4 12 5f x x x x= − − +  លែើន និងែកនលងកដល
លធ្វើឱ្យអន គម្ន៍លនះច ះ។ 

ចលម្លើយៈ ( ) ( )( )3 2' 12 12 24 12 2 1f x x x x x x x= − − = − +   

ែន ងការលទ្បើ I/D Test លយើងទ្តូវកតដឹងថ្នលតើ ( )' 0f x   លៅែកនលងណា ល ើយ ( )' 0f x   លៅ
ែកនលងណា។ វាអទ្ស័យលលើសញ្ញ ននអន គម្ន៍បើនន ( )'f x  កដលមន 12 , 2x x −  និង 1x +  ។ លយើងកបង
កចែបនាទ ត់ចាំន៊ួនពិត ( real line ) ជាចលនាល ះៗកដលចាំ  ចច ងរបស់វាគឺជាចាំ  ចពិលសស ( critical 
numbers ) 1, 0,−  និង 2  ល ើយលយើងលរៀបចាំការររលនះែន ងារាងម្៊ួយ។ សញ្ញ បូែបញ្ា ែ់ថ្នការបរហ ញ
កដលលគឱ្យលនះ វជិាមន ល ើយសញ្ញ ដែបញ្ា ែ់ថ្នវាអវជិាមន។ ជ៊ួរឈរច ងលទ្កាយននារាងគឺជាលសចែដើ
សននិោា នកផអែលលើ I/D Test។ ឧទា រ ៍ៈ ( )' 0f x   ចាំល ះ 0 2x   ដូលចនះ f  ច ះលលើ ( )0,2  ។ ( វា
ែ៏អចទ្តឹម្ទ្តូវកដរលបើលយើងនិោយថ្ន f  ច ះលលើចលនាល ះបិរ  0,2  ( 

ចលនាល ះ 12x   2x−   1x +   ( )'f x   f   

1x  −   

1 0x−     

0 2x    

2x    

−   

−   

+   

+   

−   

−   

−   

+   

−   

+   

+   

+   

−   

+   

−   

+   

ច ះលលើ 
( ), 1− −   

លែើន
លលើ ( )1,0−   

ច ះលលើ 
( )0,2   

លែើន
លលើ ( )2,   
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រូបរើ 2 

 

ទ្កាបនន f  បានបរហ ញែន ងរូបរើ 2 បញ្ា ែ់ថ្នព័ត៌ាមនែន ងារាងលនះពិតជាទ្តឹម្ទ្តូវកម្ន។ 

ទ្ត ប់លៅលម្ើលកផនែ 4.1 វញិ លបើ f  មនអតិបរមលធ្ៀប ឬអបបបរមលធ្ៀបទ្តង់ c  លនាះ c  ទ្តូវកត
ជាចាំ  ចពិលសស ( critical number ) នន f  ( លោយទ្រឹសដើ  បរ វូម ត ( Fermat’s 
Theorem )) ប  កនតមិ្នកម្នទ្គប់ចាំ  ចពិលសសស រធកតអចលធ្វើឱ្យអន គម្ន៍មនអតិបរមម្៊ួយ ឬអបបបរម
ម្៊ួយលរ។ ដូលចនះ លយើងទ្តូវការលតសតម្៊ួយកដលនឹងទ្បាប់លយើងថ្នលតើ f  មនអតិបរមលធ្ៀបម្៊ួយ ឬអបបបរម
លធ្ៀបម្៊ួយទ្តង់ចាំ  ចពិលសសឬអត់។ 

អនែអចលម្ើលលឃើញែន ងរូបរើ 2 ថ្ន ( )0 5f =  គឺជាតនម្លអតិបរមលធ្ៀបនន f  លទ្ ះ f  លែើនលលើ 
( )1,0−  ល ើយច ះលលើ ( )0,2  ។ ឬ លបើាម្លដរ ើលវ ( )' 0f x   ចាំល ះ 1 0x−    ល ើយ ( )' 0f x   ចាំល ះ 
0 2x   ។ ែន ងន័យលផសងលរៀត សញ្ញ នន ( )'f x  បដូ រពើវជិាមនលៅអវជិាមនទ្តង់ 0  ។ ការសលងកតលនះគឺជា

មូ្លោា នទ្គឹះននលតសតខាងលទ្កាម្។ 

លតសតលដរ ើលវរើ 1 ( The First Derivative Test ) : សនមតថ្ន c  ជាចាំ  ចពិលសសម្៊ួយ ( critical 
number )ននអន គម្ន៍ f  ម្៊ួយកដលជាអន គម្ន៍ជាប់។ 

(a) លបើ 'f  បដូ រពើវជិាមនលៅអវជិាមនទ្តង់ c  លនាះ f  មនអតិបរមលធ្ៀបម្៊ួយទ្តង់ c  ។ 

(b) លបើ 'f  បដូ រពើអវជិាមនលៅវជិាមនទ្តង់ c  លនាះ f  មនអបបបរមលធ្ៀបម្៊ួយទ្តង់ c  ។ 

(c) លបើ 'f  មិ្នបដូ រសញ្ញ ទ្តង់ c  ( ឧទា រ ៍ៈ លបើ 'f  វជិាមនទា ាំងសងខាងននចាំន៊ួន c  ឬ
អវជិាមនទា ាំងសងខាង ( លនាះ f  គម នអតិបរមលធ្ៀប ឬអបបបរមលធ្ៀបទ្តង់ c  លរ។ 

 លតសតលដរ ើលវរើ 1 ( The First Derivative Test ( គឺជាវបិាែនន I/D Test ។ ែន ងកផនែ (a) 
ឧទា រ ៍ថ្ន លោយសារកតសញ្ញ នន ( )'f x  បដូ រពើវជិាមនលៅអវជិាមនទ្តង់ c  លនាះ f  លែើនលៅខាងល វ្ង 
c  ល ើយច ះលៅខាងសាដ ាំ c ។ វាបរហ ញថ្ន f  មនអតិបរមលធ្ៀបទ្តង់ c  ។ 
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 វាមនភាពរយទ្សួលែន ងការចងចា ាំលតសតលដរ ើលវរើ 1 ( The First Derivative Test ( លនះ
លោយបរហ ញឱ្យលឃើញពើដាទ្កាម្កដលបរហ ញែន ងរូបរើ 3 ។ 

 
(a) អតិបរមលធ្ៀប    (b) អបបបរមលធ្ៀប 

 
(c) គម នអតិបរម ឬអបបបរម  (d) គម នអតិបរម ឬអបបបរម 

     រូបរើ 3 

ឧទា រ ៍រើ 2 : រែតនម្លអតិបរមលធ្ៀប និងតនម្លអបបបរមលធ្ៀបននអន គម្ន៍ f  ែន ងឧទា រ ៍រើ 
1 ។ 

ចលម្លើយៈ ាម្ារាងែន ងដាំលណាះទ្សាយឧទា រ ៍រើ 1 លយើងលឃើញថ្ន ( )'f x  បដូ រពើអវជិាមនលៅ
វជិាា មនទ្តង់ 1−  ដូលចនះ ( )1 0f − =  គឺជាតនម្លអបបបរមលធ្ៀបាម្លតសតលដរ ើលវរើ 1 ( The First Derivative 
Test ( ។ ទ្សលដៀងគន កដរ 'f  បដូ រពើអវជិាមនលៅវជិាមនទ្តង់ 2  ដូលចនះ ( )2 27f = −  ែ៏ជាតនម្លអបបបរម
លធ្ៀបម្៊ួយកដរ។ ដូចកដលបានសមា ល់ពើម្ ន ( )0 5f =  គឺជាតនម្លអតិបរមលធ្ៀបម្៊ួយ លទ្ ះ ( )'f x  បដូ រពើ
វជិាមនលៅអវជិាមនទ្តង់ 0  ។ 
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ឧទា រ ៍រើ 3 : រែតនម្លអតិបរមលធ្ៀប និងតនម្លអបបបរមលធ្ៀបននអន គម្ន៍ 
( ) 2sin 0 2g x x x x = +     

ចលម្លើយៈ លដើម្បើរែចាំ  ចពិលសសនន g  លយើងលធ្វើលដរ ើលវ ( )' 1 2cosg x x= +   

ដូលចនះ ( )' 0g x =  លពល 1
cos

2
x = −  ។ ដាំលណាះទ្សាយននសម្ើការលនះគឺ 2

3

  និង 4

3

  ។ 

លោយសារ g  មនលដរ ើលវជានិចច លនាះចាំ  ចពិលសសមនកត 2

3

  និង 4

3

  ដូលចនះល ើយលយើងវភិាគ g  ែន ង
ារាងខាងលទ្កាម្ៈ 

ចលនាល ះ ( )' 1 2cosg x x= +   g   

0 2 / 3x    
2 / 3 4 / 3x     

4 / 3 2x     

+   

−   

+   

លែើនលលើ 
( )0,2 / 3   

ច ះលលើ 
( )2 / 3,4 / 3    

លែើនលលើ 
( )4 / 3,2    

លោយសារកត ( )'g x  បតូ រពើវជិាមនលៅអវជិាមនទ្តង់ 2

3

  លតសតលដរ ើលវរើ 1 ( The First Derivative 

Test ) ទ្បាប់លយើងថ្នមនអតិបរមលធ្ៀបទ្តង់ 2

3

  ល ើយតនម្លអតិបរមលធ្ៀបគឺ 

2 2 2 2 3 2
2sin 2 3 3.83

3 3 3 3 2 3
g

      
= + = + = +        
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រូបរើ 4 

លលើសពើលនះ ( )'g x  បដូ រពើអវជិាមនលៅវជិាមនទ្តង់ 4

3

  ដូលចនះល ើយ 

4 4 4 4 3 4
2sin 2 3 2.46

3 3 3 3 2 3
g

      
= + = + − = −        

 គឺជាតនម្លអបបបរមលធ្ៀប។ ទ្កាបនន g  

ែន ងរូបរើ 4 គ ាំទ្រនូវលសចែដើសននិោា នរបស់លយើង។ 

លតើ "f  ថ្នោ ងណាចាំល ះ f  ? 

រូបរើ 5 បរហ ញពើទ្កាបននអន គម្ន៍ពើកដលលែើនលលើ ( ),a b  ។ ទ្កាបទា ាំងពើរភាា ប់ពើចាំ  ច A  និង
ចាំ  ច B  ប  កនតព៊ួែលគមនរាងខ្ សគន  លទ្ ះព៊ួែលគបត់កបនែន ងរិសលៅខ្ សគន ។ លតើលយើងអចទ្បាប់ពើភាព
លផសងគន រវាងទ្បលភរទា ាំងពើរលនះោ ងដូចលម្ដច? ែន ងរូបរើ 6 បនាទ ត់កដលប ះលៅនឹងកខ្សលកាង have been 
drawn ទ្តង់ចាំ  ចជាលទ្ចើន។ ែន ង (a) កខ្សលកាងសេិតលៅលលើបនាទ ត់ប ះ ល ើយ f  ទ្តូវបានលគលៅថ្ន កបរ
ភាពផតល ើងលលើ ( concave upward ) លលើ ( ),a b  ។ ែន ង (b) កខ្សលកាងសេិតលៅខាងលទ្កាម្បនាទ ត់ប ះ 
ល ើយ g  ទ្តូវបានលគលៅថ្ន កបរភាពផតច ះលទ្កាម្ ( concave downward ( លលើ ( ),a b ។  
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រូបរើ 5 

 
រូបរើ 6 

និយម្ន័យៈ លបើទ្កាបនន f  សេិតលៅលលើបនាទ ត់ប ះទា ាំងអស់លលើចលនាល ះ I  លនាះវាទ្តូវបានលគលៅថ្ន 
កបរភាពផតល ើងលលើ លលើ I  ។ លបើទ្កាបនន f  សេិតលៅលទ្កាម្បនាទ ត់ប ះទា ាំងអស់លលើចលនាល ះ I  លនាះវាទ្តូវ
បានលគលៅថ្ន កបរភាពផតច ះលទ្កាម្ លលើ I  ។ 

 រូបរើ 7 បរហ ញពើទ្កាបននអន គម្ន៍ម្៊ួយកដល កបរភាពផតល ើងលលើ ( សរលសរកាត់លោយ 
CU ) លលើចលនាល ះ ( ) ( ), , , ,a b d e  និង ( ),e p  ល ើយ កបរភាពផតច ះលទ្កាម្ ( CD ) លលើចលនាល ះ 
( ) ( ), , , ,a b c d  និង ( ),p q  ។ 
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 7 

     (រូបរើ7) 

ឥ ូវលយើងម្ែលម្ើលពើរលបៀបែាំ ត់ចលនាល ះននភាពផត លោយលទ្បើលដរ ើលវរើ 2 ។ លបើលយើងលម្ើលរូបរើ 6 
(a) អនែអចលឃើញថ្ន លពលអន គម្ន៍ល ើងពើល វ្ងលៅសាដ ាំ លធ្វើឱ្យលម្គ  ទ្បាប់រិសននបនាទ ត់ប ះលែើនល ើង។ 
មនន័យថ្ន លដរ ើលវ 'f  ជាអន គម្ន៍លែើនម្៊ួយ ដូលចនះល ើយ លដរ ើលវ "f  របស់វាវជិាមន។ លលើសពើលនះ ែន ងរូបរើ 
6 (b) លម្គ  ទ្បាប់រិសននបនាទ ត់ប ះច ះពើល វ្ងម្ែសាដ ាំ ដូលចនះ 'f  ច ះ ដូចលនះ "f  អវជិាមន។ មូ្លល ត 
លនះអចបង្គ្ញ្ច ស ល ើយក នា ាំថ្នទ្រឹសដើបរខាងលទ្កាម្ពិតជាទ្តឹម្ទ្តូវ។ ការទ្សាយបញ្ា ែ់ម្៊ួយទ្តូវបានឱ្យ
លៅែន ង Appendix F កដលលទ្បើទ្បាស់ទ្រឹសដើបរតនម្លម្ធ្យម្ ( the Mean Value Theorem ) ។ 

លតសតភាពផត ( Concavity Test )  

(a) លបើ ( )" 0f x x   លលើ I  លនាះទ្កាបនន f  កបរភាពផតល ើងលលើ លលើ I  ។ 

(b) លបើ ( )" 0f x x   លលើ I  លនាះទ្កាបនន f  កបរភាពផតច ះលទ្កាម្ លលើ I  ។ 

ឧទា រ ៍រើ 4 : រូបរើ 8 បរហ ញពើទ្កាបននចាំន៊ួនននការចិញ្ច ឹម្សតវឃម ាំ Cyprian ែន ងែកនលងកដលមន
សាំប ែឃម ាំ។ លតើអទ្ាននការលែើនល ើងចាំន៊ួនសតវឃម ាំ មនការផ្លល ស់បដូ រាម្លពលលវោលោយរលបៀបណា? លតើ
លៅលពលណាកដលមនអទ្ាខ្ពស់បាំផ ត? លតើលៅចលនាល ះណាកដល P  កបរភាពផតល ើងលលើ ឬកបរភាពផត
ច ះលទ្កាម្? 

 

 

ចាំន៊ួនសតវឃម ាំ 

( គិតជា ន់ ( 
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រូបរើ 8    រយៈលពល ( គិតជាសបាដ  ៍ ( 

ចលម្លើយៈ លោយលម្ើលលៅលលើលម្គ  ទ្បាប់រិសននកខ្សលកាងលពល t  លែើនល ើង លយើងលឃើញថ្នអទ្ា
ននការលែើនល ើងននចាំន៊ួនសតវឃម ាំ មនចាំន៊ួនតិចណាស់លពលដាំបូង បនាទ ប់ម្ែែ៏ធ្ាំជាងម្ នជាបនតបនាទ ប់រ ូត
ឈានដល់អតិបរមទ្បក លលៅទ្តង់ 12t =  សបាដ  ៍ ល ើយថយច ះលពលចាំន៊ួនសតវឃម ាំចាប់លផដើម្លៅែទ្មិ្ត
លថរ។ លៅលពលចាំន៊ួនសតវឃម ាំខិ្តជិតតនម្លអតិបរមទ្បក ល 75000 ( លគលៅថ្ន the carrying capacity 
) អទ្ាននការលែើនល ើង ( )'P t  ខិ្តជិត 0  ។ កខ្សលកាងបរហ ញឱ្យលឃើញថ្នវាកបរភាពផតល ើងលលើ លលើ 
( )0,12  ល ើយកបរភាពផតច ះលទ្កាម្លលើ ( )12,18  ។ 

 ែន ងឧទា រ ៍រើ 4 កខ្សលកាងននចាំន៊ួនសតវឃម ាំបានបដូ រពើ កបរភាពផតល ើងលលើ លៅជាកបរ
ភាពផតច ះលទ្កាម្ទ្តង់ចាំ  ច ( )12,38,000  ។ ចាំ  ចលនះទ្តូវបានលគលៅថ្ន ចាំ  ចរបត់ ( inflection 
point ) ននកខ្សលកាង ។ សារៈសាំខាន់ននចាំ  ចលនះគឺ អទ្ាននការលែើនល ើងចាំន៊ួនសតវឃម ាំ មនតនម្លអតិបរម
របស់វាទ្តង់ចាំ  ចលនាះ។ ជារូលៅ ចាំ  ចរបត់គឺជាចាំ  ចកដលកខ្សលកាងបដូ ររិសលៅភាពផតរបស់វា។ 

និយម្ន័យៈ ចាំ  ច P  ម្៊ួយលៅលលើកខ្សលកាង ( )y f x=  ទ្តូវបានលគលៅថ្នចាំ  ចរបត់ លបើ f  ជា
អន គម្ន៍ជាប់លលើចលនាល ះលនាះ ល ើយកខ្សលកាងបដូ រពើកបរភាពផតលៅលលើ លៅកបរភាពផតច ះលទ្កាម្ ឬបដូ រពើកបរ
ភាពផតច ះលទ្កាម្ លៅកបរភាពផតល ើងលលើទ្តង់ P  ។ 

 ឧទា រ ៍ ែន ងរូបរើ 7 ចាំ  ច , ,B C D  និង P  ស រធកតជាចាំ  ចរបត់។ ចាំណាាំថ្ន លបើ
ទ្កាបម្៊ួយមនបនាទ ត់ប ះទ្តង់ចាំ  ចរបត់ លនាះកខ្សលកាងកាត់បនាទ ត់ប ះរបស់វាទ្តង់ចាំ  ចលនាះ។ 

 លបើលយើងលម្ើលលៅលលើលតសតភាពផត ( Concavity Test ) គឺមនចាំ  ចរបត់ម្៊ួយទ្តង់
ចាំ  ចទា ាំងឡាយណាកដលលដរ ើលវរើ 2 បដូ រសញ្ញ ។ 

ឧទា រ ៍រើ 5 : គូសទ្កាបកដលអចគូសបានននអន គម្ន៍ f  កដលទ្តឹម្ទ្តូវលៅាម្លែខខ្ ា
ខាងលទ្កាម្ៈ 

( ) ( )' 0i f x   លលើ ( ) ( ),1 , ' 0f x−   លលើ ( )1,   

( ) ( )'' 0ii f x   លលើ ( ), 2− −  និង ( ) ( )2, , " 0f x    លលើ ( )2,2−   
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( ) ( ) ( )lim 2, lim 0
x x

iii f x f x
→− →

= − =   

ចលម្លើយៈ លែខខ្ ា  ( )i  ទ្បាប់លយើងថ្ន f  លែើនលលើ ( ),1−  ល ើយច ះលលើ ( )1,  ។ លែខខ្ ា  ( )ii  
និោយថ្ន f  កបរភាពផតល ើងលលើ លលើ ( ), 2− −  និង ( )2,  ល ើយកបរភាពផតច ះលទ្កាម្ លលើ ( )2,2−  
។ ពើលែខខ្ ា  ( )iii  លយើងដឹងថ្នទ្កាបនន f  មនអស ើម្តូតលដែពើរគឺ 2y = −  និង 0y =  ។  

 ដាំបូងលយើងគូរអស ើម្តូតលដែ 2y = − ជាបនាទ ត់ោច់ ( dashed line ) (លម្ើលរូបរើ 9 ) ។ 
បនាទ ប់ម្ែលយើងគូរទ្កាបនន f  ខិ្តជិតអស ើម្តូតលៅខាងល វ្ងពើចមា យ ល ើយឱ្យវាលែើនដល់ 

ចាំ  ចអតិបរមរបស់វាទ្តង់ 1x =  ល ើយឱ្យវាច ះលៅអ័ែសអប់ស ើសលៅខាងសាដ ាំពើចមា យ។ លយើងែ៏
លធ្វើឱ្យទ្បាែដថ្ន ទ្កាបមនចាំ  ចរបត់លៅលពល 2x = −  និង 2  ។ ចាំណាាំថ្នលយើងលធ្វើឱ្យកខ្សលកាងបត់ល ើង
លលើចាំល ះ 2x  −  និង 2x   ល ើយបត់ច ះលទ្កាម្លៅលពល x  លៅចលនាល ះ 2−  និង 2  ។  

 

រូបរើ 9 

 ការអន វតតន៍លផសងលរៀតននលដរ ើលវរើ 2 គឺលតសតខាងលទ្កាម្សទ្មប់តនម្លអតិបរម និងតនម្លអបប
បរម។ វាគឺជាវបិាែននលតសតភាពផត ( Concavity Test ) ។ 

 លតសតលដរ ើលវរើ 2 ( The Second Derivative Test ) : សនមតថ្ន "f  ជាអន គម្ន៍ជាប់កដល
លៅជិត c  ។ 

(a) លបើ ( )' 0f c =  ល ើយ ( )" 0f c   លនាះ f  មនអបបបរមលធ្ៀបទ្តង់ c  ។ 

(b) លបើ ( )' 0f c =  ល ើយ ( )" 0f c   លនាះ f  មនអតិបរមលធ្ៀបទ្តង់ c  ។ 
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 ឧទា រ ៍ៈ កផនែ (a) ពិត លទ្ ះ ( )" 0f x   លៅជិត c  ដូលចនះល ើយ f  កបរភាពផត
ល ើងលលើ លៅជិត c  ។ លនះមនន័យថ្ន ទ្កាបនន f  សេិតលៅលលើបនាទ ត់ប ះលដែរបស់វា ដូលចនះល ើយ f  មន
អបបបរមលធ្ៀបម្៊ួយទ្តង់ c  ។ ( លម្ើលរូបរើ 10 ) 

 
រូបរើ 10  

ឧទា រ ៍រើ 6 : ពិភាែាកខ្សលកាង 4 34y x x= −  លៅលលើភាពផត ចាំ  ចរបត់ និងអតិបរមលធ្ៀប 
និងអបបបរមលធ្ៀប។ លទ្បើព័ត៌ាមនលនះលដើម្បើគូសកខ្សលកាង។ 

ចលម្លើយៈ លបើ ( ) 4 34f x x x= −  លនាះ 

( ) ( )3 2 2' 4 12 4 3f x x x x x= − = −  ល ើយ ( ) ( )2" 12 24 12 2f x x x x x= − = −   

លដើម្បើរែចាំ  ចពិលសស លយើងឱ្យ ( )' 0f x =  នា ាំឱ្យ 0x =  និង 3x =  ។ លដើម្បើលទ្បើលតសតលដរ ើលវរើ 2 ( 
the Second Derivative Test ) លយើងរែតនម្ល "f  ទ្តង់ចាំ  ចពិលសសទា ាំងលនះ : 

( )" 0 0f =     ( )" 3 36 0f =    

លោយសារកត ( )' 3 0f =  និង ( )" 3 0f   លនាះ ( )3 27f = −  ជាអបបបរមលធ្ៀប។ លោយសារកត 
( )" 0 0f =  លតសតលដរ ើលវរើ 2 ( the Second Derivative Test ) មិ្នបានឱ្យព័ត៌ាមនអាំពើចាំ  ចពិលសស

កដលលសមើ 0  ល ើយ។ ប  កនតលោយសារកត ( )' 0f x   ចាំល ះ 0x   និង 0 3x   លតសតលដរ ើលវរើ 2 ( the 
Second Derivative Test ) ទ្បាប់លយើងថ្ន f  គម នអតិបរមលធ្ៀប ឬអបបបរមលធ្ៀបទ្តង់ 0  លរ។ [ ាម្
ការពិត ការបរហ ញពើ ( )'f x  បញ្ា ែ់ថ្ន f  ជាអន គម្ន៍ច ះ ទ្តង់ខាងល វ្ង 3 ល ើយលែើន ទ្តង់ខាងសាដ ាំ 3 ] 
។  

 លោយសារកត ( )" 0f x =  លពល 0x =  ឬ 2 លយើងកបងកចែបនាទ ត់ចាំន៊ួនពិត ជាចលនាល ះកដល
មនចាំន៊ួនទា ាំងលនះ កដលជាចាំ  ចច ង ល ើយលយើងបាំលពញែន ងារាងខាងលទ្កាម្។ 
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ចលនាល ះ ( ) ( )" 12 2f x x x= −   ភាពផត 

( ),0−   

( )0, 2   

( )2,   

+   

−   

+   

ល ើងលលើ 

ច ះលទ្កាម្ 

ល ើងលលើ 

  

ចាំ  ច ( )0,0  ជាចាំ  ចរបត់ម្៊ួយ លោយសារកតកខ្ស 

លកាងបដូ រពើ កបរភាពផតល ើងលលើ លៅកបរភាពផតច ះលទ្កាម្ 

ទ្តង់ចាំ  ចលនាះ។ ចាំ  ច ( )2, 16−  ែ៏ជាចាំ  ចរបត់កដរ 

 

 

 

 

រូបរើ 11 

 

 

លោយសារកតកខ្សលកាងបដូ រពើ កបរភាពផតច ះលទ្កាម្ លៅកបរ 

ភាពផតល ើងលលើ។        

 ែន ងការលទ្បើអបបបរមលធ្ៀប ចលនាល ះននភាពផង និងចាំ  ចរបត់ លយើងគូសកខ្សលកាងែន ងរូបរើ 
11 ។ 

 សមា ល់ៈ លតសដលដរ ើលវរើ 2 ( The Second Derivative Test ) មិ្នអចសននិោា នបានលរលៅ
លពល ( )" 0f c =  ។ ែន ងន័យលផសងលរៀត ទ្តង់ចាំ  ចម្៊ួយលនាះ ទ្បក លជាមនអតិបរម ឬអបបបរម ឬ
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ទ្បក លជាគម នអតិបរម ឬអបបបរម ( ដូចែន ងឧទា រ ៍រើ 6 ) ។ លតសតលនះែ៏មិ្នអចលទ្បើការបានកដរ
លៅលពល ( )"f c  មិ្នអចែាំ ត់តនម្លបាន។ ែន ងែរ ើ កបបលនះ លតសតលដរ ើលវរើ 1 ( the First Derivative 
Test ) ទ្តូវកតទ្តូវបានយែម្ែលទ្បើ។ ាម្ការពិត សូម្បើលៅលពលយែលតសតទា ាំងពើរម្ែលទ្បើ ែ៏ លតសតលដរ ើលវរើ 1 
( the First Derivative Test ) មនភាពរយទ្សួលែន ងការលទ្បើជាង។ 

ឧទា រ ៍រើ 7 : គូសទ្កាបននអន គម្ន៍ ( ) ( )
1/32/3 6f x x x= −   

ចលម្លើយៈ គ នាលដរ ើលវរើ 2 ននអន គម្ន៍ លគបាន 

( )
( )

2/31/3

4
'

6

x
f x

x x

−
=

−
  ( )

( )
5/34/3

8
"

6
f x

x x

−
=

−
  

លោយសារកត ( )' 0f x =  លពល 4x =  ល ើយ ( )'f x  មិ្នអចែាំ ត់តនម្លបាន លពល 0x =  ឬ 
6x =  លនាះចាំ  ចពិលសសគឺ 0,4,  និង 6  ។ 

ចលនាល ះ 4 x−   1/3x   ( )
2/3

6 x−   ( )'f x   f   

0x    

0 4x    

4 6x    

6x    

+   

+   

−   

−   

−   

+   

+   

+   

+   

+   

+   

+   

−   

+   

−   

−   

ច ះ
លលើ ( ),0−  
លែើនលលើ 
( )0,4  ច ះ

លលើ ( )4,6  
លែើនលលើ 
( )6,   

 ែន ងការរែតនម្លបរមលធ្ៀប លយើងលទ្បើលតសតលដរ ើលវរើ 1 ( the First Derivative Test ) ។ 
លោយសារកត 'f  បដូ រពើអវជិាមនលៅវជិាមនទ្តង់ 0  លនាះ ( )0 0f =  ជាអបបបរមលធ្ៀប។ លោយសារកត 'f  
បដូ រពើវជិាមនលៅអវជិាមនទ្តង់ 4  លនាះ ( ) 5/34 2f =  ជាអតិបរមលធ្ៀប។ សញ្ញ នន 'f  មិ្នបដូ រទ្តង់ 6  លរ 
ដូលចនះល ើយ គម នអបបបរម ឬអតិបរមទ្តង់ចាំ  ចលនាះលរ។ (លតសតលដរ ើលវរើ 2 ( the Second Derivative 
Test ) អចទ្តូវបានលគយែម្ែលទ្បើទ្តង់ 4 ប  កនតមិ្នកម្នទ្តង់ 0 ឬ 6 លរ លោយសារកត "f  មិ្នអចែាំ ត់
តនម្លបានទ្តង់ចាំ  ចទា ាំងលនះ។ ( 
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 ពិនិតយលម្ើលការបរហ ញពើ ( )"f x  ល ើយចាំណាាំថ្ន 4/3 0x  ទ្គប់តនម្ល x  លយើងបាន 
( )" 0f x   ចាំល ះ 0x   និង 0 6x   ល ើយ ( )" 0f x   ចាំល ះ 6x   ។ ដូលចនះ f  កបរភាពផតច ះ

លទ្កាម្ លលើ ( ),0−  និង ( )0,6  ល ើយកបរភាពផតល ើងលលើ លលើ ( )6,  ល ើយមមនចាំ  ចរបត់កតម្៊ួយ
គឺ ( )6,0  ។ ទ្កាបរបស់វាទ្តូវបានគូសែន ងរូបរើ 12 ។ ចាំណាាំថ្នកខ្សលកាងមនបនាទ ត់ប ះឈរ ទ្តង់ ( )0,0  និង 
( )6,0  លទ្ ះ ( )'f x   លពល 0x→  និងលពល 6x→  ។ 

 
  រូបរើ 12 

ឧទា រ ៍រើ 8 : លទ្បើលដរ ើលវរើ 1 និងរើ 2 នន ( ) 1/ xf x e=  និងលទ្បើទា ាំងអស ើម្តូត លដើម្បើគូសទ្កាប
របស់វា។ 

ចលម្លើយៈ ចាំណាាំថ្នកដនែាំ ត់នន f  គឺ { | 0}x x   ដូលចនះលយើងក្ែលម្ើែអស ើម្តូតឈរលោយ
គ នារែលើម្ើតល វ្ង និងសាដ ាំលពល 0x→  ។ លពល 0x +→  លយើងដឹងថ្ន 1/t x= → ដូលចនះ 

1/

0
lim limx t

tx
e e

+ →→
= =   លនាះវាបរហ ញថ្ន 0x =  ជាអស ើម្តូតឈរ។ លពល 0x −→  លយើងបាន 

1/t x= →−  ដូលចនះ 1/

0
lim lim 0x t

xx
e e

− →−→
= =  ។ 

លពល x→  លយើងបាន 1/ 0x→  ដូលចនះល ើយ 1/ 0lim 1x

x
e e

→
= =   

លនះបរហ ញថ្ន 1y =  ជាអស ើម្តូតលដែ។ 

ឥ ូវលយើងគ នាលដរ ើលវ។ ាម្ The Chain Rule លយើងបាន ( )
1/

2
'

xe
f x

x
= −   
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លោយសារកត 1/ 0xe   ល ើយ 2 0 0x x    លយើងបាន ( )' 0 0f x x    ។ ដូចលនះ f  ច ះ
លលើ ( ),0−  និង ( )0,  ។ វាគម នចាំ  ចពិលសសលរ ដូលចនះអន គម្ន៍គម នអតិបរម ឬអបបបរមលរ។ លដរ ើ

លវរើ 2 គឺ ( )
( ) ( ) ( )

2 1/ 2 1/ 1/

4 4

1/ 2 2 1
"

x x xx e x e x e x
f x

x x

− − +
= − =   

លោយសារកត 1/ 0xe   ល ើយ 4 0x   លយើងបាន ( )" 0f x   លពល ( )
1

0
2

x x −   ល ើយ 

( )" 0f x   លពល 1

2
x  −  ។ ដូលចនះ កខ្សលកាងកបរភាពផតច ះលទ្កាម្ លលើ 1

,
2

 
− − 
 

 ល ើយកបរភាពផត

ល ើងលលើ លលើ 1
,0

2

 
− 
 

 និង ( )0,  ។ ចាំ  ចរបត់គឺ 21
,

2
e− 

− 
 

 ។ 

 លដើម្បើគូសទ្កាបនន f  ដាំបូងលយើងគូរអស ើម្តូតលដែ 1y =  ( ជាបនាទ ត់ោច់ ( រ៊ួម្ជាម្៊ួយ
នឹងកផនែលផសងៗននកខ្សលកាងកដលលៅជិតអស ើម្តូតែន ងគាំនូសទ្ ង [ រូបរើ 13 (a) ] ។ កផនែទា ាំងលនះ ល្ ះ
បញ្ច ាំងពើព័ត៌ាមនអាំពើលើម្ើត និងការពិតកដល f  ច ះលលើចលនាល ះ ( ),0−  ផង និង ( )0,  ផង ។ ចាំណាាំថ្ន 
លយើងបានបរហ ញថ្ន ( ) 0f x →  លពល 0x −→  លទាះបើជា ( )0f  មិ្នអចែាំ ត់តនម្លបានែ៏លោយ។ ែន ង
រូបរើ 13 (b) លយើងគូសទ្កាបឱ្យរ៊ួចរាល់លោយបញ្ចូ លគន នូវព័ត៌ាមនអាំពើភាពផត និងចាំ  ចរបត់។ ែន ងរូបរើ 
13 (c) លយើងពិនិតយលម្ើលការរររបស់លយើងជាម្៊ួយឧបែរ ៍គូសទ្កាប។ 

 
               (a) ការគូសទ្ ង   (b) ទ្កាបកដលគូសរ៊ួចរាល់ 

 

 

 

រូបរើ 13 

ចាំ
  ចរបត់ 
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(c) ការលផទៀងផ្លទ ត់លោយែ ាំពយូរ័រ  

២.៤.រាងមិនកំណត់ ( Indeterminate Forms ) និងនាប់ឡពូីាល ់( l’Hospital Rule ) 

សនមតថ្នលយើងែាំព ងកតពាោម្វភិាគពើលែខ ៈននអន គម្ន៍ ( )
ln

1

x
F x

x
=

−
  

លទាះបើជា F  មិ្នែាំ ត់ ទ្តង់ 1x =  ែ៏លោយ ែ៏លយើងទ្តូវដឹងថ្ន F  មនលែខ ៈោ ងណាលពល
លៅកែបរ 1 ។ ជាពិលសស លយើងចង់ដឹងពើតនម្លននលើម្ើត 

 
1

ln
lim

1x

x

x→ −
  

ែន ងការគ នារែលើម្ើតលនះ លយើងមិ្នអចអន វតតន៍ចាប់រើ 5 ននលើម្ើតបានលរ ( លើម្ើតននផល
កចែលសមើនឹងផលកចែននលើម្ើត, លម្ើលកផនែរើ 2.3 ) ពើលទ្ ះលើម្ើតននភាគកបងលសមើ 0 ។ ាម្ការពិត 
លទាះបើជាលើម្ើតែន ង     ែាំ ត់តនម្លបានែ៏លោយ ែ៏តនម្លរបស់វាមិ្នរយនឹងគ នាកដរ ពើលទ្ ះទា ាំង
ភាគយែ និងភាគកបងស រធកតខិ្តជិត 0 ល ើយ 0

0
 មិ្នែាំ ត់បានល ើយ។ 

 ជារូលៅ លបើលយើងមនលើម្ើតកដលមនរទ្ម្ង់ ( )

( )
lim
x a

f x

g x→
 កដល ( ) 0f x →  និង 

( ) 0g x →  លពល x a→  លនាះលើម្ើតលនះអច ឬមិ្នអចែាំ ត់តនម្លបាន ល ើយទ្តូវបានលគលៅថ្ន រាងមិ្ន
ែាំ ត់ទ្បលភរ 0

0
 ( indeterminate form of type 0

0
 ( ។ លយើងបានជ៊ួបលើម្ើតខ្លះននទ្បលភរលនះែន ងជាំពូែ

រើ 2 ។ សទ្មប់អន គម្ន៍សនិទាន លយើងអចសទ្មួ្លែាត កដលដូចគន ៈ 
( )

( )( )

2

21 1 1

1 1
lim lim lim

1 1 1 1 2x x x

x xx x x

x x x x→ → →

−−
= = =

− + − +
  

លយើងលទ្បើការបែទ្សាយាម្កបបធ្រ ើ មទ្តលដើម្បើបរហ ញថ្ន 
0

sin
lim 1
x

x

x→
=   

ប  កនតវធិ្ើទា ាំងលនះមិ្នអចលទ្បើការបានចាំល ះលើម្ើតខ្លះដូចជា   ដូលចនះែន ងកផនែលនះលយើងក នា ាំ
វធិ្ើលោយទ្បព័នធ ( systematic method ) កដលទ្តូវបានលគសាា ល់ថ្នជា ចាប់ ូពើាល់ ( l’Hospital Rule 
) សទ្មប់ការវាយតនម្លរាងកដលមិ្នែាំ ត់។ 
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 សាេ នភាពលផសងលរៀតកដលែន ងលនាះលើម្ើតម្៊ួយមិ្នរយនឹងអចគ នា លែើតល ើងលៅ
លពលកដលលយើងរែអស ើម្តូតលដែនន F  ល ើយទ្តូវការែាំ ត់តនម្លលើម្ើត 

 ln
lim

1x

x

x→ −
  

វាមិ្នរយែន ងការរែតនម្លលើម្ើតល ើយ ពើលទ្ ះទា ាំងភាគយែ និងភាគកបងកាន់កតធ្ាំលៅៗគឺ 
x →  ។ វាមនការទ្បយ រធម្៊ួយរវាងភាគយែ និងភាគកបង។ លបើភាគយែឈនះ លនាះលើម្ើតនឹងលសមើ   

ល ើយលបើភាគកបងឈនះ លនាះចលម្លើយនឹងលសមើ 0  ។ ឬែ៏ទ្បក លជាមនការសទ្ម្បសទ្មួ្លខ្លះកដលែន ងែរ ើ
លនាះ ចលម្លើយនឹងលសមើនឹងចាំន៊ួនវជិាមនមនែាំ ត់។ 

 ជារូលៅ លបើលយើងមនលើម្ើតម្៊ួយកដលមនរាង ( )

( )
lim
x a

f x

g x→
 កដល ( )f x →  ( ឬ −  ) 

និង ( )g x →  ( ឬ −  ( លនាះលើម្ើតអច ឬមិ្នអចមនលើម្ើតលរ ល ើយទ្តូវបានលគលៅថ្ន រាងមិ្ន
ែាំ ត់ទ្បលភរ /   ( indeterminate form of type /   ( ។ លយើងបានលឃើញកផនែ 2.6 រ៊ួចល ើយថ្ន
លើម្ើតទ្បលភរលនះអចគ នាបានចាំល ះអន គម្ន៍កដលែាំ ត់បាន កដលមនដូចជាអន គម្ន៍សនិទាន 
លោយកចែភាគយែ និងភាគកបងលោយសវ័យគ  កដលធ្ាំជាងលគនន x  កដលលែើតល ើងលៅែន ងភាគកបង។ 

ឧទា រ ៍ៈ
2 2

2

2

1
1

1 1 0 1
lim lim

12 1 2 0 2
2

x x

x x

x

x

→ →

−
− −

= = =
+ +

+

  

វធិ្ើលនះមិ្នអចលទ្បើការបានចាំល ះលើម្ើតខ្លះដូចជា         ប  កនត ចាប់ ូពើាល់ ( l’Hospital 
Rule ) ែ៏អចអន វតតន៍ែន ងរាងមិ្នែាំ ត់ទ្បលភរលនះបានកដរ។ 

ចាប់ ូពើាល់ ( L’Hospital’s Rule ) : សនមតថ្ន f  និង g  មនលដរ ើលវ ល ើយ ( )' 0g x   លលើ
ចលនាល ះលបើែ I  កដលផទ ែ a  ( មិ្នគិតបញ្ចូ លទ្តង់ a  ( ។ សនមតថ្ន ( )lim 0

x a
f x

→
=  និង ( )lim 0

x a
g x

→
=  ឬ

សនមតថ្ន ( )lim
x a

f x
→

=   និង ( )lim
x a

g x
→

=   ( ែន ងន័យលផសងលរៀត លយើងមនរាងមិ្នែាំ ត់ទ្បលភរ 0

0
 

ឬ / ។ ( លនាះ ( )

( )

( )

( )

'
lim lim

'x a x a

f x f x

g x g x→ →
=  លបើលើម្ើតខាងសាដ ាំអចែាំ ត់តនម្លបាន ( ឬលសមើ   ឬ −  ) 

។ 

 រូបរើ 1 ក នា ាំលយើងឱ្យលឃើញថ្នល ត អវើ 

2 
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ចាប់ ូពើាល់ ( l’Hospital’s Rule ) អចនឹងពិត។ 

ទ្កាបរើម្៊ួយបរហ ញពើអន គម្ន៍កដលអចលដរ ើលវបាន 

f  និង g  កដលទ្កាបនើម្៊ួយៗខិ្តជិត 0 លពល 

x a→  ។ លបើលយើងពទ្ងើែលឆ្ព ះលៅចាំ  ច ( ),0a   

លនាះទ្កាបនឹងចាប់លផដើម្ទ្សលដៀងនឹងបនាទ ត់ទ្តង់។  

ប  កនតលបើអន គម្ន៍លនាះពិតជាបនាទ ត់ទ្តង់កម្ន ដូចែន ង 

ទ្កាបរើពើរ លនាះផលលធ្ៀបរបស់វានឹងលសមើ 
( )

( )
1 1

2 2

m x a m

m x a m

−
=

−
 កដលជាផលលធ្ៀបននលដរ ើលវរបស់វា។      រូបរើ 1 

លនះក នា ាំថ្ន ( )

( )

( )

( )

'
lim lim

'x a x a

f x f x

g x g x→ →
=   

 សមា ល់រើ 1 : ចាប់ ូពើាល់ ( L’Hospital’s Rule ( និោយថ្ន លើម្ើតននផលកចែនន
អន គម្ន៍ លសមើនឹងលើម្ើតននផលកចែននលដរ ើលវរបស់វា ទ្បសិនលបើលែខខ្ ា កដលលគឱ្យ ទ្តូវបានលផទៀងផ្លទ ត់។ ជា
ពិលសស វាមនសារៈសាំខាន់ែន ងការលផទៀងផ្លទ ត់លែខខ្ ា ចាំល ះលើម្ើតនន f  និង g  ម្ នលពែលទ្បើចាប់ ូពើ
ាល់ ( l’Hospital’s Rule ) ។ 

 សមា ល់រើ 2 : ចាប់ ូពើាល់ ( l’Hospital’s Rule ) ែ៏មនស ពលភាពចាំល ះលើម្ើតកត
មខ ង ( one-sided limits ) និងចាំល ះលើម្ើតទ្តង់អននត ឬដែអននត មនន័យថ្ន " "x a→  អចជាំន៊ួស
លោយសញ្ញ លផសងបានគឺ , , ,x a x a x+ −→ → → ឬ x →−  ។ 

 សមា ល់រើ 3 : សទ្មប់ែរ ើ ពិលសសកដលែន ងលនាះ ( ) ( ) 0,f a g a= =  'f  និង 'g  ជាអន 
គម្ន៍ជាប់ ល ើយ ( )' 0g a   វារយទ្សួលែន ងការលម្ើលលឃើញពើមូ្លល ត កដលបញ្ា ែ់ថ្នចាប់ ូពើាល់ ( 
l’Hospital’s Rule ) ពិតជាទ្តឹម្ទ្តូវកម្ន។ ាម្ការពិត ែន ងការលទ្បើរាងលផសងលរៀតពើនិយម្ន័យលដរ ើលវ លយើង
បាន 
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( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

lim' '
lim lim lim lim

' '
lim

x a

x a x a x a x a

x a

f x f a f x f a
f x f a f x f a f xx a x a

g x g a g x g ag x g a g x g a g x

x a x a

→

→ → → →

→

− −
−− −= = = = =

− − −

− −

  

វាមនការពិបាែជាងលនះលៅលរៀតែន ងការទ្សាយបញ្ា ែ់រទ្ម្ង់រូលៅននចាប់ ូពើាល់ ( 
l’Hospital’s Rule ) ។ លម្ើល Appendix F។ 

ឧទា រ ៍រើ 1 : រែ 
1

ln
lim

1x

x

x→ −
 ។ 

ចលម្លើយៈ លោយសារកត 
1

lim ln ln1 0
x

x
→

= =  ល ើយ ( )
1

lim 1 0
x

x
→

− =   

លយើងអចអន វតតន៍ចាប់ ូពើាល់ៈ 

( )

( )
1 1 1 1

ln
ln 1/ 1

lim lim lim lim 1
1 1

1
x x x x

d
x

x xdx
dx x

x
dx

→ → → →
= = = =

−
−

  

ឧទា រ ៍រើ 2 : គ នា 
2

lim
x

x

e

x→
 ។ 

ចលម្លើយៈ លយើងមន lim x

x
e

→
=   ល ើយ 2lim

x
x

→
=    

 

ដូលចនះាម្ចាប់ ូពើាល់លយើងបាន 

 
( )

( )
2

2

lim lim lim
2

x
x x

x x x

d
e

e edx
dx x

x
dx

→ → →
= =       
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      រូបរើ 2 

លោយសារកត xe →   

ល ើយ 2x→  លពល x →  លរើបលើម្ើតលៅខាងសាដ ាំែ៏មិ្នអចែាំ ត់បាន ប  កនតការអន វតតន៍

លលើែរើ 2 ននចាប់ ូពើាល់លយើងបាន 
2

lim lim lim
2 2

x x x

x x x

e e e

x x→ → →
= = =    

ឧទា រ ៍រើ 3 : គ នា 
3

ln
lim
x

x

x→
 ។ 

ចលម្លើយៈ លោយសារកត ln x→  ល ើយ 3 x →  លពល x → , ាម្ចាប់ ូពើាល់ៈ 

3
2/3

ln 1/
lim lim

1

3

x x

x x

x x
→ → −

=   

ចាំណាាំថ្ន ឥ ូវលនះលើម្ើតខាងសាដ ាំមនរាងមិ្នែាំ ត់ទ្បលភរ 0

0
 ប  កនតជាំន៊ួសឱ្យការអន វតតន៍ចាប់ ូ

ពើាល់ជាលលើែរើ 2 ដូចកដលលយើងបានលធ្វើែន ងឧទា រ ៍រើ 2 លយើងបរហ ញាម្ធ្ម្មាវញិ ល ើយលឃើញថ្ន
ការអន វតតន៍ជាលលើែរើ 2 មិ្នមនសារៈសាំខាន់ល ើយៈ  

3 3
2/3

ln 1/ 3
lim lim lim 0

1

3

x x x

x x

x xx
→ → →−

= = =   

 
  រូបរើ 3 

ឧទា រ ៍រើ 4 : រែ 
30

tan
lim
x

x x

x→

−  ។ ( លម្ើលលាំហាត់រើ 44 ែន ងកផនែ 2.2 ។ ( 
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ចលម្លើយៈ ចាំណាាំថ្នទា ាំង tan 0x x− →  ល ើយ 3 0x →  លពល 0x→  លយើងលទ្បើចាប់ ូពើាល់ៈ 
2

3 20 0

tan sec 1
lim lim

3x x

x x x

x x→ →

− −
=   

លោយសារកតលើម្ើតលៅខាងសាដ ាំលៅកតមនរាងមិ្នែាំ ត់ទ្បលភរ 0

0
 លយើងអន វតតន៍ចាប់ ូពើាល់

ម្ដងលរៀតៈ 
2 2

20 0

sec 1 2sec tan
lim lim

3 6x x

x x x

x x→ →

−
=   

លទ្ ះកត 2

0
limsec 1
x

x
→

=  លយើងគ នាាម្ធ្ម្មាលោយសរលសរលៅជា  
2

2

0 0 0 0

2sec tan 1 tan 1 tan
lim limsec lim lim

6 3 3x x x x

x x x x
x

x x x→ → → →
=  =   

 លយើងែ៏អចែាំ ត់តនម្លននលើម្ើតលនះលោយលទ្បើចាប់ ូពើាល់ជាលលើែរើ 3 បានកដរ ឬ
លោយសរលសរ sin

tan
cos

x
x

x
=  ល ើយលទ្បើទ្បាស់ចាំល ះដឹងរបស់លយើងអាំពើលើម្ើតទ្តើលកា មទ្ត។ យែ

ជាំហានទា ាំងអស់ម្ែរ៊ួម្បញ្ចូ លគន  លយើងបាន 
2 2 2

3 20 0 0 0 0

tan sec 1 2sec tan 1 tan 1 sec 1
lim lim lim lim lim

3 6 3 3 1 3x x x x x

x x x x x x x

x x x x→ → → → →

− −
= = = = =   

 
រូបរើ 4 

ឧទា រ ៍រើ 5 : រែ sin
lim

1 cosx

x

x −→ −
 ។ 

ចលម្លើយៈ លបើលយើងចង់លទ្បើចាប់ ូពើាល់លោយឥតពើចារណា លយើងនឹងររ៊ួលបាន 
sin cos

lim lim
1 cos sinx x

x x

x x − −→ →
= = −

−
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លធ្វើកបបលនះមិ្នទ្តឹម្ទ្តូវលរ! លទាះបើជាភាគយែ sin 0x→  លពល x  −→  ែ៏លោយ ែ៏លយើងទ្តូវ
ចាំណាាំថ្នភាគកបង ( )1 cos x−  មិ្នខិ្តជិត 0  ដូលចនះចាប់ ូពើាល់មិ្នទ្តូវបានយែម្ែអន វតតន៍លៅលៅលនះ
ល ើយ។ 

 ាម្ការពិត លើម្ើតកដលលគចង់បាន គឺពិតជារយទ្សួលរែណាស់ ពើលទ្ ះអន គម្ន៍លនះ
ជាប់ទ្តង់   ល ើយភាគកបងគឺមិ្នលសមើសូនយលរលៅទ្តង់លនាះ : 

( )
sin sin 0

lim 0
1 cos 1 cos 1 1x

x

x



−→
= = =

− − − −
  

 ឧទា រ ៍រើ 5 បរហ ញពើអវើកដលអចលធ្វើឱ្យអនែខ្ ស លបើអនែលទ្បើចាប់ ូពើាល់លោយមិ្ន
បានគិត។ លើម្ើតលផសងលរៀតអចទ្តូវបានរែលឃើញលោយលទ្បើចាប់ ូពើាល់ ប  កនតវាកាន់កតរយទ្សួលរែ
ជាងលនះលៅលរៀតលោយលទ្បើវធិ្ើលផសងលរៀត។ ( លម្ើលឧទា រ ៍រើ 3 និង 5 ែន ងកផនែ 2.3, ឧទា រ ៍រើ 3 
ែន ងកផនែ 2.6 និងការពិភាែាលៅខាងលដើម្ននកផនែលនះ។) ដូលចនះល ើយ លៅលពលរែតនម្លលើម្ើតណាែ៏លោយ 
អនែគ៊ួរកតពិចារណាលលើវធិ្ើលផសងលរៀត ម្ នលពលលទ្បើចាប់ ូពើាល់។ 

ផលគ  កដលមិ្នអចែាំ ត់បាន ( Indeterminate Products ) 

លបើ ( )lim 0
x a

f x
→

=  ល ើយ ( )lim
x a

g x
→

=   ( ឬ −  ) លនាះវាមិ្នចាស់ោស់លរថ្នតនម្លនន 
( ) ( )lim

x a
f x g x

→
    លសមើប  នាម ន, if any, will be.  វាមនការទ្បយ រធម្៊ួយរវាង f  និង g  ។ លបើ f  ឈនះ លនាះ

ចលម្លើយនឹងលសមើ 0 កតលបើ g  ឈនះវញិ លនាះចលម្លើយនឹងលសមើ   ( ឬ −  ( ។ ឬអចនឹងមនការសទ្ម្បសទ្មួ្ល
ម្៊ួយកដលចលម្លើយអចលសមើនឹងចាំន៊ួនែាំ ត់កដលមិ្នសូនយ។ លើម្ើតទ្បលភរលនះទ្តូវបានលគលៅថ្ន រាងមិ្ន
ែាំ ត់ទ្បលភរ 0   ។ លយើងអចយល់ទ្ពម្ជាម្៊ួយវាលោយសរលសរផលគ   fg  លៅជាផលកចែៈ 

1/

f
fg

g
=  ឬ 

1/

g
fg

f
=   

វាបកម្លងលើម្ើតកដលលគឱ្យ លៅជារាងមិ្នែាំ ត់ទ្បលភរ 0

0
 ឬ /   ដូលចនះល ើយ លយើងអចលទ្បើ

ចាប់ ូពើាល់បាន។ 

ឧទា រ ៍រើ 6 : រែតនម្ល 
0

lim ln
x

x x
+→

 ។ 
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ចលម្លើយៈ លើម្ើតកដលលគឱ្យមិ្នអចែាំ ត់បាន ពើលទ្ ះ លពល 0x +→  លនាះែាត រើម្៊ួយ ( )x  ខិ្ត
ជិត 0 ែន ងលពលកដលែាត រើពើរ ( )ln x  ខិ្តជិត −  ។ ែន ងការសរលសរ ( )1/ 1/x x=  លយើងបាន 1/ x→  
លពល 0x +→  ដូលចនះ លោយលទ្បើចាប់ ូពើាល់ លយើងបាន 

( )2
0 0 0 0

ln 1/
lim ln lim lim lim 0

1/ 1/x x x x

x x
x x x

x x+ + + +→ → → →
= = = − =

−
  

រូបរើ 5  

 សមា ល់ៈ ែន ងការលោះទ្សាយឧទា រ ៍រើ 6 ជលទ្ម្ើសកដលអចលធ្វើបានលផសងលរៀតនឹងទ្តូវ
បានសរលសរលៅជា

0 0
lim ln lim

1/ lnx x

x
x x

x+ +→ →
=   

វាឱ្យជារាងមិ្នែាំ ត់ទ្បលភរ 0 / 0  ប  កនតលបើលយើងលទ្បើចាប់ ូពើាល់ លយើងនឹងររ៊ួលបានការ
បរហ ញកដលពិបាែជាងវធិ្ើកដលលយើងលទ្បើម្ នដាំបូង។ ជារូលៅ លៅលពលកដលលយើងសរលសរម្ដងលរៀតនូវផល
គ  កដលមិ្នអចែាំ ត់បាន លយើងទ្តូវពាោម្លទ្ជើសលរ ើសជលទ្ម្ើសកដលអចនា ាំលយើងលៅកាន់លើម្ើតកដល
រយជាងលនះបាន។  

ផលដែកដលមិ្នអចែាំ ត់បាន ( Indeterminate Differences )  

លបើ ( )lim
x a

f x
→

=   ល ើយ ( )lim
x a

g x
→

=   លនាះលើម្ើត ( ) ( )lim
x a

f x g x
→

−    ទ្តូវបានលគលៅថ្ន រាង
មិ្នែាំ ត់ទ្បលភរ −  ។ ម្ដងលរៀតល ើយ គឺមនការទ្បយ រធម្៊ួយរវាង f  និង g  ។ លតើចលម្លើយនឹងលសមើ 
  ( f  ឈនះ ( ឬលសមើ −  ( g  ឈនះ ( ឬព៊ួែលគនឹងលធ្វើការសទ្ម្បសទ្មួ្លលលើចាំន៊ួនែាំ ត់ម្៊ួយ? លដើម្បើ

កសវងរែការពិត លយើងពាោម្បកម្លងពើផលដែឱ្យលៅជាផលលធ្ៀប ( ឧទា រ ៍ៈ លោយលទ្បើការតទ្មូ្វភាគ
កបង ឬសនិទានែម្ម ឬោែ់ែលនាម្កដលដូចគន ជាែាត  ( ដូលចនះល ើយ លយើងបានរាងមិ្នែាំ ត់ទ្បលភរ 0

0
 

ឬ /   ។ 
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ឧទា រ ៍រើ 7 : គ នា 
( )

( )
/2

lim sec tan
x

x x


−
→

−  ។ 

ចលម្លើយៈ ដាំបូងទ្តូវចាំណាាំថ្ន sec x →  ល ើយ tan x→  លពល ( )/ 2x 
−

→  ដូលចនះលើម្ើតលនះ
មិ្នអចែាំ ត់បានលរ។ ឥ ូវលយើងលទ្បើការតទ្មូ្វភាគកបងៈ 

( )
( )

( ) ( ) ( )/2 /2 /2 /2

1 sin 1 sin cos
lim sec tan lim lim lim 0

cos cos cos sinx x x x

x x x
x x

x x x x   
− − − −

→ → → →

− − 
− = − = = = 

− 
  

ចាំណាាំថ្ន ការលទ្បើទ្បាស់ចាប់ ូពើាល់គឺសម្ល ត ផល ពើលទ្ ះ 1 sin 0x− →  ល ើយ cos 0x→  
លពល ( )/ 2x 

−
→  ។ 

សវ័យគ  កដលមិ្នអចែាំ ត់បាន ( Indeterminate Powers )  

រាងមិ្នែាំ ត់ម្៊ួយចាំន៊ួនលែើតល ើងពើលើម្ើត ( )
( )

lim
g x

x a
f x

→
     

1. ( )lim 0
x a

f x
→

=  ល ើយ ( )lim 0
x a

g x
→

=  ទ្បលភរ 00   

2. ( )lim
x a

f x
→

=   ល ើយ ( )lim 0
x a

g x
→

=  ទ្បលភរ 0   

3. ( )lim 1
x a

f x
→

=  ល ើយ ( )lim
x a

g x
→

=   ទ្បលភរ 1   

ែរ ើ ទា ាំងបើនើម្៊ួយៗអចទ្តូវបានពិភាែាលោយយែាម្ ូការ ើតធ្ម្មជាតិ ( natural logarithm 
) :  

ាង ( )
( )g x

y f x=     លនាះ ( ) ( )ln lny g x f x=   

ឬលោយសរលសរជាអន គម្ន៍អ ិចសបូ ង់កសយលៈ ( )
( ) ( ) ( )lng x g x f x

f x e=     

( រ ាំឭែល ើងវញិថ្ន វធិ្ើទា ាំងពើរលនះទ្តូវបានលទ្បើែន ងការលដរ ើលវអន គម្ន៍ទ្បលភរលនះ។ ( ែន ងវធិ្ើលនះកដរ 
លយើងររ៊ួលបានផលគ  កដលមិ្នែាំ ត់ ( ) ( )lng x f x  កដលជាទ្បលភរ 0   ។  

ឧទា រ ៍រើ 8 : គ នា ( )
cot

0
lim 1 sin 4

x

x
x

+→
+  ។ 

ចលម្លើយៈ ដាំបូងទ្តូវចាំណាាំថ្ន លពល 0x +→  លយើងបាន 1 sin 4 1x+ →  ល ើយ cot x→  ដូលចនះលើ
ម្ើតកដលលគឱ្យ គឺមិ្នអចែាំ ត់បានលរ។ ាង ( )

cot
1 sin 4

x
y x= +   

លនាះ ( ) ( )
cot

ln ln 1 sin 4 cot ln 1 sin 4
x

y x x x = + = +
 

 ដូលចនះ លោយលទ្បើចាប់ ូពើាល់ លនាះ 
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( )
2

0 0 0

4cos 4
ln 1 sin 4 1 sin 4lim ln lim lim 4

tan secx x x

x
x xy

x x+ + +→ → →

+ += = =   

ឥ ូវលនះលយើងបានគ នាលើម្ើតនន ln y  រ៊ួចម្ែល ើយ ប  កនតលយើងអវើកដលលយើងចង់បានគឺលើម្ើតនន 
y  ។ លដើម្បើរែលើម្ើតលនះបាន លយើងលទ្បើការពិតម្៊ួយកដល ln yy e=  : 

( )
cot ln 4

0 0 0
lim 1 sin 4 lim lim

x y

x x x
x y e e

+ + +→ → →
+ = = =   

ឧទា រ ៍រើ 9 : រែ 
0

lim x

x
x

+→

 ។ 

ចលម្លើយៈ ចាំណាាំថ្នលើម្ើតលនះមិ្នអចែាំ ត់បានលរ លោយសារកត 0xo =  ចាំល ះ 0x   ប  កនត 
0 1x =  ចាំល ះ 0x   ។ លយើងអចបនតលធ្វើដូចឧទា រ ៍រើ 8 ឬលោយសរលសរជាអន គម្ន៍អ ិចសបូ ង់កសយ

លៈ ( )ln ln
x

x x x xx e e= =   

ែន ងឧទា រ ៍រើ 6 លយើងបានលទ្បើចាប់ ូពើាល់លដើម្បើបរហ ញថ្ន 
0

lim ln 0
x

x x
+→

=   

ដូចលនះ ln 0

0 0
lim lim 1x x x

x x
x e e

+ +→ →
= = =  ។ 

 
រូបរើ 6 

២.៥. អាេុមីតូតរស្រទ្យត 

ទ្កាបម្៊ួយចាំន៊ួនមនអស ើម្តូតលទ្រតគម នអស ើម្តូតលដែនិងអស ើម្តូតឈរលនាះលរ ។ ទ្បសិនលបើ
( )lim ( ) 0

x
f x mx b

→
− + =    លនាះបនាទ ត់ y mx b= +  លៅថ្នអស ើម្តូតលទ្រតននទ្កាបាងអន គម្ន៍ f  
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លទ្ ះចមា យរវាងទ្កាបាងអន គម្ន៍ ( )y f x=  លៅនឹងបនាទ ត់ y mx b= +  មនតនម្លទ្បហាែ់ទ្បក លនឹង
សូនយដូចរូប។ 

(តនម្លទ្បក លកាលណាលយើងឲ្យតនម្ល x →  ( ។ 

 
ចាំល ះអន គម្ន៍សិទានមនអស ើម្តូតលទ្រតកាលណាដឺលទ្ែលៅភាគយែធ្ាំជាងដឺលទ្ែលៅភាគកបង

ចាំន៊ួនម្៊ួយលលខ្។ ដូចលៅែន ងែរ ើ សម្ើការអស ើម្តូតលទ្រត លយើងអចរែលឃើញលោយការកចែព  ធា 
(យែភាគយែកចែឲ្យភាគកបង( ។ 

ឧទា រ ៍រើ ៦ : ចូរគូសទ្កាបាងអន គម្ន៍
3

2
( )

1

x
f x

x
=

+
 ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

គូសទ្កាបាងអន គម្ន៍ 
3

2
( )

1

x
f x

x
=

+
 

A. កដនែាំ ត់ននអន គម្ន៍ f  គឺ D =  ។ 

B. អន គម្ន៍ f  កាត់ទ្តង់គល់តទ្មុ្យ ( )0 , 0O  ។ 

C. លោយ ( ) ( )f x f x− = −  លនាះ f  គឺជាអន គម្ន៍លសស ល ើយទ្កាបរបស់វាមនផចិត ល្ ះទ្តង់គល់ត
ទ្មុ្យ។ 

D. លោយ 2 1 0x +   លនាះទ្កាបាងអន គម្ន៍ f  មិ្នមនអស ើម្តូតឈរលរ ។ លោយ
lim ( )
x

f x
→

=   លនាះទ្កាបាងអន គម្ន៍ f  មិ្នមនអស ើម្តូតលដែលនាះលរ ប  កនតលបើលយើងលធ្វើការកចែព  
ធាដូចខាងលទ្កាម្ 
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( )23 3

2 2 2 2

1
( )

1 1 1 1

x x xx x x x x
f x x

x x x x

+ −+ −
= = = = −

+ + + +  

  2 2

1
lim ( ) lim lim lim 0

11 1x x x x

x x
f x x x x

x x
x

x

→ → → →

 
    

− = − − = − = − =    
+ +     +

   
ដូចលនះ បនាទ ត់ y x=  គឺជាអស ើម្តូតលទ្រតននទ្កាបាងអន គម្ន៍ f  

E. លយើងមន
3

2
( )

1

x
f x

x
=

+
 

 
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
 

3 2 2 3 2 2 3 4 2

2 2 2
2 2 2

' 1 1 ' 3 1 2 3
'( ) 0 , 0

1 1 1

x x x x x x x x x x
f x x

x x x

+ − + + − +
 = = =    −

+ + +
 

 លោយ ( )  ' 0 , 0f x x   −  លនាះ f  ជាអន គម្ន៍លែើនលលើ  

F. លបើលទាះបើជា ( )' 0 0f =  កត f  មិ្នបដូ រសញ្ញ ទ្តង់ 0x =  លនាះអន គម្ន៍ f  គម នតនម្លបរមលធ្ៀប
លនាះលរ ។ 

G. លយើងមន ( )
( )

4 2

2
2

3
'

1

x x
f x

x

+
=

+
 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )

( )

2
4 2 2 2 2 4 2 2

4 3
2 2

3 ' 1 2 1 ' 1 3 2 3
''

1 1

x x x x x x x x x
f x

x x

+ + − + + + −
 = =

+ +
 

 លោយ ( ) ( ) ( )'' 0 0 , '' 3 0 , '' 3 0f f f= − = = លគបានារាងសញ្ញ ដូចខាងលទ្កាម្ 
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ដូចលនះ ចាំ  ចរបត់ននទ្កាបគឺ ( )
3 3 3 3

0 , 0 , 3 , , 3 ,
4 4

   
− −      
   

 

 

 

២.៦. ស្រកាហវ និងកា គណនា  

វធិ្ើសង់ទ្កាបកដលមនលៅែន ងលម្លរៀនខាងលលើ គឺមនែទ្មិ្តខ្ពស់សទ្មប់ការសិែាលម្លរៀនគ ិត
គ នារបស់លយើង។ ទ្កាបគឺជាចាំ  ចច ងលទ្កាយកដលទ្តូវលធ្វើនិងគូស។ ឥលូវចាប់លផដើម្លោយការសង់ទ្កាប
ជាម្៊ួយនឹងការគ នាលោយម ស ើនឬលោយែ ាំពយូរ័រល ើយបនាទ ប់ម្ែលយើងកែនចនវាល ើងវញិឲ្យបានសាអ ត។ 
លយើងលទ្បើការគ នាលដើម្បើឲ្យបានដឹងអាំពើអវើសាំខាន់កដលមនលៅែន ងទ្កាបលនាះ។ ល ើយការលទ្បើទ្បាស់ទ្កាប
លយើងអចបែទ្សាយទ្កាបមនលែខ ៈសម ទ្គសាម ញលោយមិ្នលទ្បើបលចចែវរិា។ 

ឧទា រ ៍រើ១ : ទ្កាបននអន គម្ន៍ព  ធា 6 5 3 2( ) 2 4 3 2f x x x x x= + + −  ។ លទ្បើទ្កាបននអន គម្ន៍
លដរ ើលវ 'f  និង ''f  លដើម្បើរែចាំ  ចបរមលធ្ៀបនិងចាំ  ចរបត់ននកខ្សលកាង។ 

ដាំលណាះទ្សាយ : ទ្បសនិលបើលយើងែាំ ត់កដនែាំ ត់ននអន គម្ន៍ ទ្កាបជាលទ្ចើននឹងអចលធ្វើការ
សននិោា នបាននូវតនម្លម្៊ួយពើតនម្លកដលបានគ នាលនាះ ។រូបភាពរើ១ បរហ ញពើចាំ  ចតូចៗ from one 
such device ទ្បសិនលបើលយើងែាំ ត់យែ 5 5x−    ។ លបើលទាះបើជាviewing rectangle គឺសាំខាន់សទ្ម
បការបរហ ញថ្នអស ើម្តូតគឺដូចលៅនឹងអន គម្ន៍ 62y x=  ែ៏លោយ វាគឺបានោែ់នូវព័ត៌ាមនម្៊ួយចាំន៊ួន។ 
ដូចលនះលយើងបដូ រនផទ  3 , 2−  លោយោែ់  50 , 100−  ដូចនបានបរហ ញែន ងរូបភាពរើ 2 ។ 
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 ាម្រយៈទ្កាបលនះវាបានបរហ ញថ្នមនតនម្លអបបបរមម្៊ួយទ្តង់ចាំ  ច 

( )15.33 , 1.62− −  ល ើយអន គម្ន៍ f  ច ះពើលលើចលនាល ះ ( ), 1.62− −  និងលែើនលលើចលនាល ះ ( )1.62 ,− +  
។វាែ៏បានបរហ ញអាំពើបនាទ ត់ប ះជាបនាទ ត់លដែលៅទ្តង់ចាំ  ច 0x =  ល ើយកដល x  លៅចលនាល ះពើ 2−  និង 

1−  ។ 

 ឥលូវលយើងបញ្ា ែ់បានលោយការគ នា លយើងបានអន គម្ន៍ 
5 4 2'( ) 12 15 9 4f x x x x x= + + −  និង 4 3''( ) 60 60 18 4f x x x x= + + −  ។ លៅែន ងរូបភាពរើ៣ លយើងលឃើញ

ថ្នទ្កាបននអន គម្ន៍ '( )f x  បដូ រពើអវជិាមនលៅវជិាមនលៅទ្តង់ចាំ  ចកដលមនអប់ស ើស 1.62x = −  ជា
តនម្លអបបបរមកដលលយើងបានរែលឃើញខាងលលើ។ ប  កនតលយើងគ៊ួរកតែត់ចាំណាាំលម្ើលថ្ន ទ្កាបននអន គម្ន៍ 

'( )f x  បដូ រពើវជិាមនលៅអវជិាមនលៅលពលកដល 0x =  និងបដូ រពើអវជិាមនលៅវជិាមនលៅលពលកដល 
0.35x =  ។មនន័យថ្នអន គម្ន៍ f  មនចាំ  ចអតិបរមទ្តង់ 0x =  និងចាំ  ចអបបបរមទ្តង់ 
0.35x =  កតវាបានោែ់លៅែន ងរូបភាពរើ២។ ទ្បសិនលបើលយើងពទ្ងើែវាឲ្យដូចលៅែន ងរូបភាពរើ៤ លយើង

ទ្បាែដជាលឃើញថ្នចាំ  ចអតិបរមមនលៅទ្តង់ 0x =  និងចាំ  ចអបបបរមមនលៅទ្តង់ 0.35x =  ។ 

 
 លតើចាំ  ចផតនិងចាំ  ចកដលពត់មនន័យដូចលម្ដច? លៅែន ងរូបភាពរើ ២ និងរើ ៤ មន

ចាំ  ចរបត់លៅលពលកដល x  មនខិ្តលៅខាងល វ្ងនន 1−  និងលៅលពលកដល x  មនតនម្លខិ្តលៅខាងសាដ ាំ
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នន 0  ។ប  កនតលយើងពិបាែែន ងការែាំ ត់ចាំ  ចរបត់ននទ្កាបាងអន គម្ន៍ f  ណាស់។ លនាះលយើងទ្តូវសង់
ទ្កាបននអន គម្ន៍លដរ ើលវរើ២ ''( )f x  ដូចែន ងរូបភាពរើ ៥ ។ លយើងលឃើញថ្នទ្កាបននអន គម្ន៍លដរ ើលវរើ ២ បដូ រពើ
វជិាមនលៅអវជិាមនលៅលពលកដល 1.23x  −  និងបដូ រពើអវជិាមនលៅវជិាមនលៅលពលកដល 0.19x   ។So, 
correct to two decimal place, ទ្កាបននអន គម្ន៍ f  ផតល ើងលលើលលើ ( ), 1.23− −  និង ( )0.19 , +  
ល ើយផងច ះលទ្កាម្លលើ ( )1.23 , 0.19−  ។ ចាំ  ចរបត់ ( )1.24 , 10.18− −  និង ( )0.19 , 0.05−  ។ 

 លយើងបានរែលឃើញថ្នគម នទ្កាបម្៊ួយណាបរហ ញអាំពើចាំ  ចសាំខាន់ៗកតម្ដងបានលនាះលរ
ចាំល ះអន គម្ន៍ព  ធា។ ប  កនតលៅែន ងរូបភាពរើ ២ និងរើ ៤ លៅលពលកដលសរ បចូលគន  លយើងអចកបងកចែ
បាននូវចាំ  ចកដលសាំខាន់និងពិតទ្បាែដ។ 

 
ឧទា រ ៍រើ២ : គូសទ្កាបននអន គម្ន៍ 

2

2

7 3
( )

x x
f x

x

+ +
=  ។ ែាំ ត់តនម្លទ្បក លននតនម្លអតិ

បរមនិងតនម្លអបបបរមលៅចលមល ះែកនលងកដលផត។ បនាទ ប់ម្ែលទ្បើការគ នាលដើម្បើរែតនម្លពិតទ្បាែដ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ : លៅែន ងរូបភាពរើ៦ ការគូសលោយែ ាំពយូរ័រលោយមនការទ្ែិតលោយសវ័យទ្បវតតិ គឺ
ជា disaster ។ ម ស ើនគូសទ្កាបម្៊ួយចាំន៊ួនលទ្បើ  10 , 10−  លោយ  10 , 10−  ដូចបរហ ញែន ងរូបភាព។ 
លយើងអចគូសបានទ្កាបដូចែន ងរូបភាពរើ៧។ 
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អ័ែស y  កាល យលៅជាអស ើម្តូតឈរននទ្កាបគឺលោយសារកត 
2

20

7 3
lim
x

x x

x→

+ + ។ លៅែន ងរូបភាពរើ៧ 
ែ៏បានឲ្យលយើងបានដឹងថ្នការបា ន់ទ្បម តនម្លនន x  កដលទ្តូវបានសាក ត់ទ្បក លជាចលនាល ះ 0.5−  លៅ 

6.5−  ។ តនម្លពិតទ្បាែដកដលលយើងអចរែបានលោយការលទ្បើរូបម្នដសម្ើការដឺលទ្ែរើ២លដើម្បើលោះទ្សាយស

ម្ើការ 2 7 3 0x x+ + =  លយើងបានតនម្ល 7 37

2
x

− 
=  ។ 

 
លដើម្បើឲ្យអស ើម្តូតមនលែខ ៈល អទ្បលសើរនិងរយទ្សួលលម្ើលជាងម្ ន លយើងបដូ រ viewing 

rectangle  20 , 20−  ទ្តឹម្  5 , 10−  លៅែន ងរូបភាពរើ៨។ វាបានបញ្ា ែ់ថ្ន 1y =  គឺជាអស ើម្តូតលដែ

និងលយើងអចសរលសរបានថ្ន 
2

2 2

7 3 7 3
lim lim 1 1
x x

x x

x x x→ →

+ +  
= + + = 

 
 ។ 

 លដើម្បើបា ន់ទ្បម ដឹងអាំពើតនម្លអបបបរមកដលលយើងបានពទ្ងើែលៅនផទរបស់វាលម្ើល 
[ ]3 , 0-  ដល់ [ ]4 , 2-  លៅែន ងរូបភាពរើ៩។ 

 
ចាំ  ចបានចងអ របរហ ញថ្នតនម្លទ្បក លននតនម្លអបបបរមទ្បក ល 3.1-  លៅលពលកដល 

0.9x » -  ល ើយលយើងបានលឃើញថ្នអន គម្ន៍លែើនល ើងចលនាល ះ ( ), 0.9- ¥ -  និង ( )0 , + ¥  ល ើយច ះ
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លលើចលនាល ះ ( )0.9 , 0-  ។ តនម្លពិតទ្បាែដទ្តូវបានកញែឲ្យបានចាស់ោសលោយ 

2 3 3

7 6 7 6
'( )

x
f x

x x x

+
= - - = -  ។ 

 វាបានបរហ ញថ្ន '( ) 0f x >  លពលកដល 6
0

7
x- < <  និង '( ) 0f x <  លៅលពលកដល 

6

7
x < -  និងលៅលពលកដល 0x > ។ តនម្លអបបបរមពិតទ្បាែដគឺ 6 37

3.08
7 12

f
æ ö

÷ç- = - » -÷ç ÷çè ø
 ។  

 រូបភាពរើ៩ បរហ ញថ្នចាំ  ចរបត់មនលៅទ្តង់ចាំ  ចកដលមនអប់ស ើស 1x = -  និង 
2x = -  ។ លយើងអចបា នសាម នលម្ើលថ្នវាលៅែន ងទ្កាបលោយការលទ្បើលដរ ើលវរើ២ ប  កនតលៅែន ងែរ ើ វារយ

ទ្សួលែន ងការរែតនម្លពិតទ្បាែដ។ ដូចលនះ ( )
3 4 4

2 7 914 18
''( )

x
f x

x x x

+
= + =  ។ លយើងលឃើញថ្ន ''( ) 0f x >

លៅលពលកដល 9

7
x > -  កដល 0x ¹  ។ ដូចលនះ f  គើជាអន គម្ន៍លែើនលៅលលើចលនាល ះ 9

, 0
7

æ ö
÷ç- ÷ç ÷çè ø

 និង 

( )0 , + ¥  ល ើយទ្កាបច ះលលើចលនាល ះ 9
,

7

æ ö
÷ç- ¥ - ÷ç ÷çè ø

 ។ ចាំ  ចរបត់គឺ 9 71
,

7 27

æ ö
÷ç- - ÷ç ÷çè ø

 ។ លដរ ើលវរើ១បរហ ញថ្ន 

រូបភាពរើ ៨ បរហ ញពើចាំ  ចកដលសាំខាន់កដលមនលៅែន ងទ្កាបននអន គម្ន៍ ។  

ឧទា រ ៍រើ៣ : ចូរសង់ទ្កាបននអន គម្ន៍ ( )

( ) ( )

32

2 4

1
( )

2 4

x x
f x

x x

+
=

- -
 ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ : គូសកខ្សននអន គម្ន៍លផសងៗកដលលយើងបានរែលឃើញលៅែន ងទ្កាបននអន គម្ន៍ដូច
លៅែន ងឧទា រ ៍រើ២ លោយចាប់លផដើម្គូសទ្កាបាងអន គម្ន៍ f  ែន ងនផទចលនាល ះ [ ]10 , 10-  លោយ 
[ ]10 , 10- ។ លៅែន ងរូបភាពរើ១០ លយើងដឹងថ្ន លយើងអចពទ្ងើែលដើម្បើឲ្យបានដឹងអាំពើព័ត៌ាមនឲ្យបានចាស់
ជាងម្ ននិងរូបភាពធ្ាំជាងម្ ន។ លោយែាត  ( )

2
2x -  និង ( )

4
4x -  គឺជាភាគកបង លនាះលយើងទាញបាន 

2x =  និង 4x =  គឺជាអស ើម្តូតឈរននទ្កាបាងអន គម្ន៍ f  ។លោយលគបាន 
( )

( ) ( )

32

2 42

1
lim

2 4x

x x

x x®

+
= ¥

- -
 និង ( )

( ) ( )

32

2 44

1
lim

2 4x

x x

x x®

+
= ¥

- -
 ។ 
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លដើម្បើរែអស ើម្តូតលដែបានលគទ្តូវកចែែាត ភាគកបងនឹង 6x  ។ 

លគបាន  ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

332

32
3 3

2 4 2 4 2 4

2 4

1 11
1

1

2 4 2 4 2 4
1 1

xx
x x x xx x

x x x x

x xx x

æ ö+ ÷ç + ÷× ç ÷ç+ è ø
= =

æ ö æ ö- - - - ÷ ÷ç ç- -× ÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

។ លនះបានបរហ ញថ្ន 

( ) 0f x ®  លៅលពលកដល →x  ដូចលនះអ័ែសអប់ស ើសគឺជាអស ើម្តូតលដែ។ វាែ៏អចចាត់រ ែជា 
behavior of the graph near the x-intercepts using an analysis like that in Example 12 in 
Section 2.6 ។ លោយ 2x  មនតនម្លវជិាមន ( )f x  មិ្នបដូ រសញ្ញ លៅទ្តង់ 0  និង ទ្កាបរបស់វាមិ្នកាត់អ័ែស
អប់ស ើសទ្តង់ 0  លនាះលរ។ ប  កនតលោយសារកតែាត  ( )

3
1+x  បានលធ្វើឲ្យទ្កាបកាត់អ័ែសអប់ស ើសទ្តង់ 

1= −x  ល ើយមនបនាទ ត់ប ះជាបនាទ ត់លដែលៅទ្តង់លនាះ។ ោែ់អវើកដលមនទា ាំងអស់លៅជាម្៊ួយគន ប  កនត
លោយគម នលដរ ើលវលយើងលឃើញថ្នទ្កាបមនលែខ ៈដូចលៅនឹងរូបភាពរើ ១១ ។  

 
 ឥលូវលយើងដឹងថ្នអវើកដលទ្តូវរែ លយើងពទ្ងួម្វាជាលទ្ចើនដង លដើម្បើបលងកើតបានដូចលៅែន ងរូប

ភាពរើ១២ និងរើ១៣ ល ើយពទ្ងើែវាឲ្យបានដូចលៅែន ងរូបភាពរើ១៤។ 
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 លយើងអចលម្ើលលលើទ្កាបទា ាំងលនះ តនម្លអបបបរមគឺ 0.02−  លៅលពលកដល 20 −x  ។មន

តនម្លអតិបរមទ្បក ល 0.00002  លៅលពលកដល 0.3 −x  ល ើយតនម្លអបបបរមទ្តង់ទ្បក ល 211 លៅ
លពលកដល 2.5x  ។ ទ្កាបទា ាំងលនះបានបរហ ញថ្នចាំ  ចរបត់ទា ាំងបើលៅកែបរតនម្ល 35 , 5− −  និង 1−  
ល ើយពើរលៅចលនាល ះ 1−  និង 0  ។ លដើម្បើរែចាំ  ចរបត់ឲ្យបានជាែ់ោែ់លយើងទ្តូវលធ្វើការលដរ ើលវរើ២លៅលលើអន 
គម្ន៍ f  ។ 

លយើងអចលម្ើលលឃើញថ្ន ចាំល ះអន គម្ន៍លនះ មនទ្កាបចាំន៊ួនបើ គឺ រូបភាពរើ ១២ , ១៣ និង ១៤ 
គឺមនភាពចា ាំបាច់លដើម្បើបរហ ញឲ្យលឃើញពើព័ត៌ាមនកដលសាំខាន់ៗបាន។ វធិ្ើកតម្៊ួយគត់លដើម្បើបរហ ញពើលែខ
 ៈននអន គម្ន៍លៅលលើទ្កាបកតម្៊ួយ គឺគូសវាលោយនដរបស់លយើងផ្លទ ល់។ ថវើលបើមនការបែទ្សាយលៅមន
ការខ្ ស ា្ងឬែ៏ពលនលើស រូបភាពរើ ១១មនការបែទ្សាយនូវចាំ  ចកដលទ្តូវការជាចា ាំបាច់ចាំល ះអន គម្ន៍
រ៊ួចជាលទ្សចល ើយ។ 

ឧទា រ ៍រើ៤ : សង់ទ្កាបននអន គម្ន៍ ( )( ) sin sin 2f x x x= +  ។ ចាំល ះ 0 x     ែាំ ត់
តនម្លអតិបរមនិងតនម្លអបបបរម ចលនាល ះកដលលធ្វើឲ្យអន គម្ន៍លែើននិងច ះ និងចាំ  ចរបត់ននអន គម្ន៍។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

លយើងបានែត់ចាំណាាំបានថ្ន f  គឺទ្បក ល 2  ។ f  ែ៏ជាអន គម្ន៍លសសល ើយ ( ) 1f x   ទ្គប់
តនម្លនន x  ។ ដូចលនះ ជលទ្ម្ើសនន viewing rectangle គឺមិ្នកម្នជាបញ្ហ សទ្មប់អន គម្ន៍លនះលនាះលរ។ 
លយើងចាប់លផដើម្ពើចាំ  ច  0 ,   ដល់  1.1 , 1.1−  ដូចលៅែន ងរូបភាពរើ១៥។ 
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វាបានបរហ ញថ្នមនចាំ  ចអតិបរមបើនិងចាំ  ចអបបបរមចាំន៊ួនពើរ។ លដើម្បើបញ្ា ែ់ឲ្យបានទ្តឹម្

ទ្តូវលយើងអចគ នា ( )( )'( ) cos sin 2 1 2cos 2f x x x x= + +  និងទា ាំងទ្កាប f  និង 'f  ដូចលៅែន ងរូប
ភាពរើ១៦។ 

 
លទ្បើការ Zoom in និងលធ្វើការលតសដលដរ ើលវរើ១ លយើងអចកសវងរែតនម្លទ្បក លដូចខាងលទ្កាម្៖ 

 លែើនលលើចលនាល ះ ( ) ( ) ( )0, 0.6 , 1 , 1.6 , 2.1 , 2.5   

 ច ះលលើចលនាល ះ ( ) ( ) ( )0.6 , 1 , 1.6 , 2.1 , 2.5 ,    

 ចាំ  ចតនម្លអតិបរមគឺ ( ) ( ) ( )0.6 1 , 1.6 1 , 2.5 1f f f     

 ចាំ  ចតនម្លអបបបរមគឺ ( ) ( )1 0.94 , 2.1 0.94f f    

លដរ ើលវរើ២គឺ ( ) ( ) ( ) ( )
2

'' 1 2cos 2 sin sin 2 4sin 2 cos sin 2f x x x x x x x= − + + − +  

ទ្កាបននអន គម្ន៍ f  និង ''f  ដូចលៅែន ងរូបភាពរើ១៧ លយើងររ៊ួលបានតនម្លទ្បក លដូចខាង
លទ្កាម្៖ 

 Concave upward on ( ) ( )0.8 , 1.3 , 1.8 , 2.3   
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 Concave downward on ( ) ( ) ( )0 , 0.8 , 1.3 , 1.8 , 2.3 ,    

 ចាំ  ចរបត់គឺ ( ) ( ) ( ) ( )0 , 0 , 0.8 , 0.97 , 1.8 , 0.97 , 2.3 , 0.97  

 
ម្ែទ្តួតពិនិតយលម្ើលលលើរូបភាពរើ១៥ ែ៏បានបរហ ញពើអន គម្ន៍ f  កដលទ្តូវនឹង 0 x    , លយើង

អច State កដលោតសនធឹងទ្កាបលៅែន ងរូបភាពរើ១៨ កដលបរហ ញអន គម្ន៍ f  លលើចលនាល ះ 
2 2x −    ។ 

 
ឧទា រ ៍រើ៥ : លតើទ្កាបននអន គម្ន៍ 

2

1
( )

2
f x

x x c
=

+ +
 កទ្បទ្បួលដូចលម្ដចលៅាម្តនម្លនន c  ? 

ដាំលណាះទ្សាយ 

ទ្កាបននអន គម្ន៍លៅែន ងរូបភាពរើ19 និង 20 ែរ ើ ពិលសស 2c =  និង 2c = −  បរហ ញពើភាពខ្ ស
គន ននកខ្សលកាង។ម្ នលពលគូសកខ្សលកាងលផសងលរៀត លម្ើលកខ្សលកាងម្៊ួយណាកដលមនលៅែន ងចាំ  ចលនះ។ 
លោយ 

2

1
lim 0

2x x x c→
=

+ +
 ។ ចាំល ះតនម្លលផសងលរៀត វាលៅអ័ែសអប់ស ើសដូចនឹងអស ើម្តូតលដែផងកដរ។ 

អស ើម្តូតឈរនិងលែើតមនកាលណា 2 2 0x x c+ + =  ។ ការលោះទ្សាយសម្ើការលនះ លយើងយែ 
1 1x c= −  − ។ ទ្កាបននអន គម្ន៍មនអស ើម្តូតឈរ 1x = −  លៅលពលកដល 1c =  ពើលទ្ ះ 
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21

1
lim

2 1x x x→−
= 

+ +
 ។ លៅលពលកដល 1c   មនអស ើម្តូតឈរពើរកដល 1 1x c= −  −  ដូចលៅែន ងរូប

ភាពរើ២០។ ឥលូវលយើងទ្ែល ែលម្ើលលដរ ើលវននអន គម្ន៍ 
( )

2
2

2 2
'( )

2

x
f x

x x c

+
= −

+ +
 ។ លនះបានបរហ ញថ្ន 

'( ) 0f x =  លៅលពលកដល 1x = −  ទ្បសិនលបើ 1x   '( ) 0f x   លៅលពលកដល 1x  − ល ើយ '( ) 0f x   
លៅលពលកដល 1x  −  ។ចាំល ះ 1c   មនន័យថ្ន f  លែើនលៅលលើចលនាល ះ ( ), 1− −  ល ើយច ះលលើចលនាល ះ
( )1 ,−   ។ ចាំល ះ 1c   មនតនម្លអតិបរមនិងចាំ  ចទ្បសពវននចលនាល ះលែើននិងច ះគឺអស ើម្តូតឈរ។ 

លៅែន ងរូបភាពរើ២១ គឺជា Slide show បរហ ញអាំពើសមជិែចាំន៊ួន៥ននទ្គួសារកខ្សលកាង ទ្កាបទា ាំង
អស់លៅែន ង viewing rectangle  5 , 4−  by  2 , 2−  ។ 1c =  គឺជាតនម្លកដលមនការផ្លល ស់បដូ ររើែកនលង
ពើអស ើម្តូតឈរលៅម្៊ួយលរៀត។ 

២.៧. នំរោទ្យប ម្ម( Optimization Problems) 

ជាំហានននការលោះទ្សាយលាំហាត់ឲ្យមនភាពល អទ្បលសើរនិងទ្តឹម្ទ្តូវ 

១. កសវងយល់ឲ្យបានយល់អាំពើលាំហាត់ 

 ជាជាំហានដាំបូងគឺទ្តូវអនទ្បធានលាំហាត់ោ ងទ្បុងទ្បយត័នរ ូតមនការយល់បានចាស់
ោស់។ ស៊ួរខ្ល៊ួ នឯង អវើកដលមិ្នទាន់យល់ចាស់? លតើចាំន៊ួនអវើខ្លះកដលបានឲ្យ? លតើលគឲ្យលែខខ្ ា អវើខ្លះ? 

២. ការគូសដាទ្កាម្ 

 លៅែន ងលាំហាត់ភាគលទ្ចើន វាមនសារៈសាំខាន់ខាល ាំងណាស់ែន ងការគូសដាទ្កាម្និងែាំ ត់
សមា ល់អវើកដលទ្បធានលាំហាត់បានផដល់ឲ្យនិងតទ្មូ្វការចាំន៊ួនលៅែន ងដាទ្កាម្។ 

៣. ការែត់ចាំណាាំរ ែ 

 ការែត់ចាំណាាំរ ែនូវសញ្ញ ចាំន៊ួនកដលមនតនម្លអតិបរមនិងអបបបរមកដលទ្តូវបានលៅថ្ន 
Q  ។ ល ើយែ៏ទ្តូវែត់ចាំណាាំរ ែនូវសញ្ញ ម្៊ួយចាំន៊ួនលរៀតដូចជា ( ), , , ... , ,a b c x y  ចាំល ះចាំន៊ួនលផសង

លរៀតកដលមិ្នបានដឹងនិងដាទ្កាម្កដលមនសញ្ញ ទា ាំងលនះ។ វាអចលទ្បើដាំបូងដូចលៅែន ងឧទា រ ៍ A  
គឺនផទទ្ែឡា h  គឺែម្ពស់ t  គឺលពលលវោ។ 

៤. បញ្ា ែ់ Q  លៅែន ងកផនែននសញ្ញ លៅែន ងជាំហានរើ៣។ 
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៥. ទ្បសិនលបើ Q  ទ្តូវបានបញ្ា ែ់ដូចអន គម្ន៍ម្៊ួយែន ងចាំលណាម្ជាលទ្ចើនលៅែន ងជាំហានរើ៤ លទ្បើ
ព័ត៌ាមនកដលឲ្យលដើម្បើរែអវើកដលមនការទាែ់រងគន ែន ងចាំលណាម្ variables ទា ាំងលនះ។ បនាទ ប់ម្ែលទ្បើសម្ើ
ការទា ាំងលនះលដើម្បើបាំបាត់ទា ាំងអស់។ ល ត ដូចលនះ Q  និងទ្តូវបានបញ្ា ែ់ដូចអន គម្ន៍នន x  ។ លយើងអច
សរលសរបានថ្ន ( )Q f x=  ។ សរលសរកដនែាំ ត់ននអន គម្ន៍លនះ។ 

៦. លទ្បើវធិ្ើសាង្គ្សតលៅែន ងចាំ  ចរើ 4.1 និង 4.3 លដើម្បើកសវងរែតនម្លអតិបរមនិងអបបបរមលធ្ៀបនន
អន គម្ន៍ f  ។ ជាពិលសស ទ្បសិនលបើកដនែាំ ត់ននអន គម្ន៍ f  គឺទ្តូវបានបិរលៅែន ងចលនាល ះ ល ើយចលនាល ះ
កដលបានបិតលៅែន ងវធិ្ើសាង្គ្សតលៅែន ងចាំ  ច 4.1 ទ្តូវបានលទ្បើទ្បាស់។ 

ឧទា រ ៍រើ ១ : ែសិែរមន ែ់មនរបងព័រធជ ាំវញិទ្បកវង 2400   វើត ល ើយគត់ចង់បិររបងលនាះជ ាំ
វញិដើកទ្សរបស់គត់កដលលៅាម្បលណាដ យដងរលនល។ គត់មិ្នទ្តូវការបិររបងមខ ងកដលលៅាម្បលណាដ យ
ដងរលនលលនាះលរ។ លតើដើកទ្សលនាះមនរាំ ាំនផទទ្ែឡាធ្ាំបាំផ តប  នាម ន? 

ដាំលណាះទ្សាយ 

រូបភាពរើ១បានបរហ ញពើវធិ្ើបើោ ងកដលរយទ្សួលលធ្វើលៅបាន។ 

 
លយើងបានលឃើញថ្នដើកទ្សមនលែខ ៈដូចជារាែ់លពែ លទ្ៅលពែ ឬកវងលពែល ើយតូច គឺពិបាែែន ង

ការែាំ ត់នផទទ្ែឡា។ 

 
លៅែន ងរូបភាពរើ២លយើងា ាំង A  ជានផទទ្ែឡាកដលមនតនម្លអតិបរម ល ើយលយើងអចាង ,x y  

គឺជាបលណាដ យនិងររឹងននដើកទ្ស 
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លគបាន A xy=  

កត 2 2400 2400 2x y y x+ =  = −  

( ) 22400 2 2 2400A x x x x = − = − +   
កដល 0 , 0 , 1200A x x    លនាះអន គម្ន៍មនតនម្លអតិបរមលធ្ៀប 

( ) 22400 2 , 0 1200A x x x x= −     
លដរ ើលវរើ១គឺ ( )' 2400 4A x x= −  

លបើ ( )' 0 2400 4 0 600A x x x=  − =  =  

លបើ ( )600 600 720 000x A=  =   

ដូចលនះ នផទទ្ែឡាធ្ាំបាំផ តននដើកទ្សលនាះគឺ 2720 000 ft ។ 

ឧទា រ ៍រើ ២ : ែាំប  ងមនរាងជាបាំពង់ម្៊ួយកដលទ្តូវបានផលិតលដើម្បើោែ់លទ្បងចាំ  ះ 1  ។ រែ
វមិទ្តននែាំប  ងកដលលធ្វើឲ្យការផលិតចាំណាយតិចបាំផ តលៅលលើវតេ ធាត លដើម្។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

 លយើងគូសបានដូចលៅែន ងរូបភាពរើ៣កដលមន r  គឺជាកា ាំនិង h  គឺជាែម្ពស់ននកែវលនាះ។ 
លដើម្បើឲ្យការចាំណាយលលើវតេ ធាត លដើម្តិចបាំផ តទា ាំងបាតលលើលទ្កាម្និងនផទខាងទា ាំងអស់។ 

    
លៅែន ងរូបភាពរើ៤ លយើងលឃើញថ្ននផទខាងននែាំប  ងលធ្វើល ើងលោយចត លកា កែងកដលមនប

លណាដ យ 2 r  និងែម្ពស់ h  ដូចលនះ នផទទ្ែឡាននែាំប  ងគឺ 22 2A r rh = +  កដលលគឲ្យ 
2

1000
h

r
=   
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លនាះលគបាន 
2 2

2

1000 2000
2 2 2A r r r

r r
  



 
= + = + 

    

ដូចលនះ អន គម្ន៍នផទទ្ែឡាតូចបាំផ តកដលលយើងចង់បានគឺ ( ) 2 2000
2 , 0A r r r

r
= +    

លដើម្បើរែចាំន៊ួនពិតទ្បាែដ លយើងលធ្វើការលដរ ើលវលៅលលើអន គម្ន៍នផទទ្ែឡាលនះលគបាន 

( )
( )3

2 2

4 5002000
' 4

r
A r r

r r




−
= − =

 

លបើ 
( ) 3

500
' 0A r r


=  =

  

លបើ 
( ) 3

500
' 0A r r


  

  

លបើ 
( ) 3

500
' 0A r r


  

 

មនន័យថ្នអន គម្ន៍ A  លែើនលៅចលនាល ះខាងសាដ ាំននតនម្ល r  និង អន គម្ន៍ A  ច ះលលើចលនាល ះខាង
ល វ្ងនន r   

លនាះអន គម្ន៍មនតនម្លអបបបរមទ្តង់ចាំ  ច 3
500

r


= ។ 

ម្៊ួយលរៀត លបើ ( ) ( )
0

lim , lim
rr

A r A r
+ →→

=  =   លនាះចាស់ជាមនតនម្លអបបបរមម្៊ួយលៅលលើអន 
គម្ន៍ ( )A r  ។ 

ដូចមនលៅែន ងរូបភាពរើ៥ 
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លយើងអចទាញបានតនម្ល h  គឺ 3
2 2

3

1000 1000 500
2 2

500
h r

r 




= = = =

 
 
 

 

ដូចលនះ លគទ្តូវការកា ាំននែាំប  ងគឺ 3
500

r cm


=  និងែម្ពស់ 3
500

2h cm


=  

 
ឧទា រ ៍រើ ៣ : រែចាំ  ចសេិតលៅលលើបា រា បូល 2 2y x=  កដលលៅជិតចាំ  ច ( )1 , 4  បាំផ ត។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

ចមា យរវាងចាំ  ច ( )1 , 4  និងចាំ  ច ( ),x y  គឺ ( ) ( )
2 2

1 4d x y= − + −  

លៅែន ងរូបភាពរើ៦៖ ប  កនតទ្បសិនលបើ ( ),x y  សេិតលៅលលើបា រា បូល លនាះលយើងបាន 21

2
x y=  

( ) ( ) ( )
2 2

2 22 2 21 1
1 4 1 4

2 2
d y y d f y y y

   
 = − + −  = = − + −   

   

( ) ( )2 31
' 2 1 2 4 8

2
f y y y y y

 
 = − + − = − 

 
 លនាះលគបាន ( )' 0f y =  លៅលពលកដល 2y =   

ការលធ្វើលដរ ើលវរើ១សទ្មប់ែាំ ត់តនម្លបរមលធ្ៀប 

ាង c  គឺជាចាំន៊ួនអលថរលៅែន ងអន គម្ន៍ f  ម្៊ួយលៅែន ងកដនែាំ ត់លគបាន 

១. លបើ ( )' 0 ,f x x c    និង ( )' 0 ,f x x c    លនាះ ( )f c   គឺជាចាំ  ចអតិបរមលធ្ៀបននអន គម្ន៍។ 

២. លបើ  និង  លនាះ  គឺជាចាំ  ចអបបបរមលធ្ៀបននអន គម្ន៍។ 
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លោយ 
( )

( )

( )

' 0 , 2

' 0 , 2

' 0 , 2

f y y

f y y

f y y

 


 


= =

 លនាះអន គម្ន៍ ( )f y  មនតនម្លអបបបរម 

លគបាន 
( )

221 1
2 2

2 2
x y= = =

  

ដូចលនះ ចាំ  ចកដលលៅជិតចាំ  ច ( )1 , 4  គឺ ( )2 , 2  

 

 
 

ឧទា រ ៍រើ ៤ : ប រស់មន ែ់បនាោែ់រូែរបស់គត់លៅទ្តង់ចាំ  ច A  លៅទ្ចា ាំងមខ ងននរលនល 
ចមា យ ៣គើ ូកម្ ទ្ត ល ើយគត់ចង់លៅដល់ចាំ  ច B  កដលមនចមា យ ៨គើ ូកម្ ទ្តលៅទ្ចា ាំងមខ ងលរៀត 
ដូចលៅែន ងរូបភាពរើ៧។ គត់អច row រូែរបស់គត់ ល្ងកាត់រលនលដល់ទ្តង់ចាំ  ច C  ល ើយបនាទ ប់ម្ែ 
run ដល់ចាំាំ  ច B   ឬគត់អច run លៅដល់ចាំ  ច B  លោយផ្លទ ល់កតម្ដងបាន ឬគត់អច row លៅ
ចាំ  ច D  លផសងលរៀតកដលលៅចលនាល ះទ្តង់ចាំ  ច C  និង B  ល ើយបនាទ ប់ម្ែ run ដល់ចាំ  ច B  ។ 
ទ្បសិនលបើគត់ row ែន ងលលបឿន 6 /km h និង run ែន ងលលបឿន 8 /km h  លតើគត់អចចតលៅែកនលងទ្តង់
ចាំ  ច B  លោយរលបៀបណាកដលលលឿនបាំផ ត? 
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ដាំលណាះទ្សាយ 

លបើលយើងាង x  ជាចមា យពើចាំ  ច C  លៅចាំ  ច D  លនាះចមា យពើ D  លៅ B  គឺ 8DB x= −  
ល ើយាម្ទ្រឹសដើបរពើាគ័រលគបាន 2 9AD x= +  លយើងលទ្បើសម្ើការ distance

time
rate

= ល ើយរយៈលពល
នន rowing គឺ 

2 9

6

x +  ល ើយរយៈលពលនន runing  គឺ 8

8

x−  ដូចលនះ រយៈលពលសរ បគឺ 

( )
2 9 8

6 8

x x
T x

+ −
= +  ។ កដនែាំ ត់ននអន គម្ន៍លនះគឺ T  កដលលៅចលនាល ះ  0 , 8  ។ចាំណាាំថ្ន 

ទ្បសិនលបើ 0x =  គត់ row លៅដល់ចាំ  ច C ល ើយទ្បសិនលបើ 8x =  គត់ row លៅដល់ចាំ  ច B លោយ
ផ្លទ ល់កតម្ដង។ លដរ ើលវនន T  គឺ ( )

2

1
'

86 9

x
T x

x
= −

+
 ដូចលនះ ការលទ្បើទ្បាស់ fact កដល 0x   លយើងបាន 

( )

( )

2

2

2 2

1
' 0 4 3 9

86 9

16 9 9 7 81

9

7

x
T x x x

x

x x x

x

=  −  = +
+

 = +  =

 =
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មនកតតនម្លនន 9

7
x =  ប  លណាណ ះ។ លដើម្បើឲ្យបានដឹងថ្នមនចាំ  ចអបបបរមលៅទ្តង់ចាំ  ចទ្គប់ 

x  លៅែន ងកដនែាំ ត់  0 , 8  លយើងអចរែទ្គប់តនម្លអន គម្ន៍ចាំល ះតនម្លនន x  

( ) ( )
9 7 73

0 1.5 , 1 1.33 , 8 1.42
8 67

T T T
 

= = = + = = = 
 

 

លោយតនម្លតូចបាំផ តននអន គម្ន៍ T  លៅទ្តង់ 9

7
x =  លនាះចាំ  ចអបបបរមលធ្ៀបននអន គម្ន៍លៅ

ទ្តង់ចាំ  ចលនះកតម្ដង។ លៅែន ងរូបភាពរើ ៨ បរហ ញពើទ្កាបននអន គម្ន៍ T  ។  

ដូចលនះ ប រស់មន ែ់អចច ះចតរូែលៅទ្តង់ចាំ  ច 9
3.4

7
km km= ពើែកនលងចាំ  ចចាប់លផដើម្របស់

គត់។  

 
ឧទា រ ៍រើ ៥ : រែនផទទ្ែឡាននចត លកា កែងធ្ាំបាំផ តកដលចារែិែន ង ែ់ែណាដ លរងវង់កដលមន

កា ាំ r  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយរើ១ 

 
សម្ើការននរងវង់ែាំ ត់លោយ 2 2 2x y r+ = ។ ែាំពូលទា ាំងពើររបស់ចត លកា សេិតលៅលលើ

 ែ់ែណាដ លននរងវង់ល ើយែាំបូលពើរលរៀតសេិតលៅលលើអ័ែសអប់ស ើសដូចបានបរហ ញលៅែន ងរូបភាពរើ៩។ 
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ាង ( ),x y  ជាែាំពូលកដលសេិតលៅលលើរងវង់។ បនាទ ប់ម្ែចត លកា ទ្បកវងបលណាដ យគឺ 2x  និង
ទ្បកវងររឹងគឺ y  លនាះលគបាននផទទ្ែឡាគឺ 2A xy=  

លដើម្បើទាញរែតនម្លនន y លយើងបាន 
2 2 2 2 2x y r y r x+ =  = −  

លនាះ 2 22A x r x= −  

កតកដនែាំ ត់ននអន គម្ន៍គឺ 0 x r   

ាម្លដរ ើលវលគបាន ( )2 22
2 2

2 2 2 2

2 22
' 2

r xx
A r x

r x r x

−
= − − =

− −
 

លបើ ' 0
2

r
A x=  =   តនម្លនន x  លធ្វើឲ្យអន គម្ន៍ A  មនតនម្លអតិបរមលធ្ៀបកដល 

( ) ( )0 0 , 0A A r= =  ។ ដូចលនះ នផទទ្ែឡាកដលធ្ាំបាំផ តននចត លកា គឺ 
2

2 22

22 2

r r r
A r r
 

= − = 
 

  

ដាំលណាះទ្សាយរើ២ 

 
ាម្រូបភាពរើ ១០ លយើងបាននផទទ្ែឡាននចត លកា កែងគឺ 

( ) ( )( ) ( )2 22 cos sin 2sin cos sin 2A r r r r     = = =  

លយើងបានដឹងថ្នតនម្លអតិបរមនន sin 2  គឺលសមើនឹង 1 ដូចលនះតនម្លធ្ាំបាំផ តនននផទទ្ែឡាគឺ 
( ) 2A r =  ។ 

ឧទា រ ៍រើ ៦ : ហាងម្៊ួយបានលែ់ឧបែរ ៍ចាែ់ស ើឌ្ើ Blu Ray−  អស់ 200  លទ្គឿងែន ងម្៊ួយស
បាដ  ៍កដលម្៊ួយលទ្គឿងមនតនម្ល $350  ។ ផារម្៊ួយបានលធ្វើការទ្សង់ម្តិបានឲ្យលឃើញថ្នល យកដលអប់ឲ្យ
អតិថិជនវញិគឺ $10  ែន ងម្៊ួយលទ្គឿង ចាំន៊ួនននការលែ់នឹងលែើនល ើងដល់ 20  ដងែន ងម្៊ួយសបាដ  ៍។ រែអន 
គម្ន៍ តទ្មូ្វការ(demad( និងអន គម្ន៍ ទ្បាែ់ចាំ ូល(revenue(។ សែិាតនម្លអតិបរមននទ្បាែ់
ចាំ ូល? 
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ដាំលណាះទ្សាយ 

ទ្បសិនលបើ x  គឺជាចាំន៊ួននន Blu-ray សទ្មប់ែន ងការលែ់ែន ងម្៊ួយសបាដ  ៍  ល ើយលរៀងរាល់សបាដ  ៍
បានលែើនល ើងែន ងការលែ់ 200x−  ។ សទ្មប់ការលែើនល ើង ២០ ដងននការលែ់ តនម្លបានថយច ះដល់ 
១០ដ ោល ។ លយើងបានអន គម្ន៍ទ្បាែ់ demand គឺ ( ) ( )

10 1
350 200 450

20 2
p x x x= − − = −  ល ើយអន គម្

ន៍ទ្បាែ់ revenue គឺ ( ) ( ) 21
450

2
R x xp x x x= = −  

លោយ ( )' 450R x x= −  លយើងលឃើញថ្ន ( )' 0R x =  កាលណា 450x =  ។ តនម្លនន 450x =  លធ្វើ
ឲ្យអន គម្ន៍មនតនម្លអតិបរម។តនម្ល corresponding គឺ ( ) ( )

1
450 450 450 225

2
p = − =  ល ើយទ្បាែ់

ចាំល ញគឺ 350 225 125− = ។ ដូចលនះ តនម្លអតិបរមននទ្បាែ់ចាំល ញគឺ $125 ។ 

២.៨. វិធីាស្តេតញូតនុ Newton’s Method 

ឧបមថ្នអនែកចែចាយរថយនដលដើម្បើលែ់ឲ្យអនែម្៊ួយលទ្គឿងមនតនម្ល $18000  ឬមនការបង់រ ាំលោះ
នូវទ្បាែ់ 375$  ែន ងម្៊ួយកខ្សទ្មប់រយៈលពល 5 ឆ្ន ាំ។ លតើអនែបានដឹងលរថ្នអទ្ាការទ្បាែ់ែន ងម្៊ួយកខ្
ប  នាម ន? លដើម្បើរែចលម្លើយលឃើញអនែទ្តូវលោះទ្សាយសម្ើការខាងលទ្កាម្ 

( ) ( )
60 60

48 1 1 1 0x x x+ − + + =  ។ ព័ត៌ាមនលាំអិតទ្តូវបានបរហ ញលៅែន ងលាំហាត់រើ៤១។ លតើ
អនែនឹងលោះទ្សាយសម្ើការោ ងដូចលម្ដចកដរ? 

 ចាំល ះសម្ើការព  ធា 2 0ax bx c+ + =  មនរូបម្នដលដើម្បើលោះទ្សាយរែរសឹរបស់វាបាន 
។ ចាំល ះសម្ើការរើ៣ រើ៤ មនរូបម្នដសទ្មប់គ នារែរសឹផងកដរ ប  កនដវាមនភាពសម ទ្គសាម ញជាងសម្ើ
ការដឺលទ្ែរើ២ខាល ាំងណាស់។ប  កនដលបើ f  ជាអន គម្ន៍ព  ធាដឺលទ្ែរើ៥ឬែ៏ខ្ពស់ជាងលនះ មិ្នមនរូបម្នដលដើម្បើ
លធ្វើការលោះទ្សាយលនាះលរ។ ដូចគន លនាះកដរ មិ្នមនរូបម្នដណាម្៊ួយកដលអចលធ្វើឲ្យអចលោះទ្សាយបាន
ផងកដរដូចជាសម្ើការ cos x x=  ជាលដើម្។ 

 លយើងអចរែដាំលណាះទ្សាយបានលៅសម្ើការរើ១កដលលៅខាងល វ្ងននសម្ើការ។ ការលទ្បើ
ទ្កា វចិទ្តូវបានពិលសាធ្ដូចលៅែន ងរូបភាពរើ១។ 



  

 

 142  

 

 
 លយើងលឃើញថ្នលៅែន ងដាំលណាះទ្សាយកដលមន 0x =  គឺមិ្នគ៊ួរឲ្យចាប់អរម្ម ៍របស់

លយើងលសាះ លៅមនដាំលណាះទ្សាយរែចលម្លើយលឃើញលៅចលនាល ះ 0.007  និង 0.008  ។ បនាទ ប់ពើការពទ្ងើែ
លយើងលឃើញថ្នរសឹននសម្ើការគឺ 0.0076  ទ្បសិនលបើលយើងទ្គន់កតទ្តូវការព័ត៌ាមនលរៀត ប  កនដវាទ្បាែដជា
ពិបាែ។ លដើម្បើឲ្យមនភាពលលឿនជាងលនះគឺការលទ្បើម ស ើនគិតលលខ្ឬទ្បព័នធែ ាំពយូរ័រ ល ើយលយើងអចរែ
លឃើញបានគឺ 0.007628603 ។ 

 លតើឧបរែ ៍ទា ាំងលនះដាំល ើ រការោ ងដូចលម្ដច? ព៊ួែលគបានលទ្បើវធិ្ើសាង្គ្សតលផសងជាលទ្ចើន
បាំផ តគឺាម្វធិ្ើសាង្គ្សតរបស់លោែ Newton កដលទ្តូវបានលៅថ្ន Newton-Raphason method ។ លយើង
បានពនយល់ពើវធិ្ើសាង្គ្សតលនះឲ្យដាំល ើ រការលៅែន ងម ស ើនគិតលលខ្ឬែ ាំពយូរ័រ ល ើយម្៊ួយកផនែៗគឺទ្បហាែ់
ទ្បក លលៅនឹងការគិតរបស់លយើងបានផងកដរ? 

 រូបធ្រ ើ មទ្តកដលបរហ ញអាំពើវធិ្ើសាង្គ្សតរបស់លោែ Newton គឺសេិតលៅរូបភាពរើ២ 

 
កដលជាែកនលងរសឹននសម្ើការកដលលៅរើា ាំង r ។ លយើងអចបា ន់សាម នតនម្លទ្បក ល 1x  លៅែន ងរូប

ភាពននទ្កាបអន គម្ន៍ f  ឬែ៏ទ្កា វចិកដលគូសលោយែ ាំពយូរ័រ។ ចាត់រ ែបនាទ ត់ L ជាបនាទ ត់ប ះលៅនឹងកខ្ស
លកាង ( )y f x=  លៅទ្តង់ចាំ  ច ( )1 1, ( )x f x  ល ើយលម្ើលលៅលលើចាំ  ចទ្បសពវននអ័ែស x  និងបនាទ ត់ L 
ទ្តង់ចាំ  ច 2x  ។ វធិ្ើសាង្គ្សតរបស់លោែ Newton គឺថ្នបនាទ ត់ប ះលៅជិតកខ្សលកាងនិងដូចលនះ ចាំ  ច
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ទ្បសពវអ័ែស x គឺ 
2x  កដលលៅជិតចាំ  ចទ្បសពវ x ជាងលគននកខ្សលកាង។លោយសារកតបនាទ ត់ប ះគឺជាបនាទ ត់

ទ្តង់ លយើងអចរែចាំ  ចទ្បសពវ x លឃើញ។ 

 លដើម្បើរែរូបម្នដសទ្មប់រែ 
2x  កដលទាែ់រងនឹង 

1x  លយើងលទ្បើអស ើម្តូតបនាទ ត់ L គឺ 
( )1'f x  កដលវាមនសម្ើការ ( )( )1 1 1( ) 'y f x f x x x− = −  ។ លោយចាំ  ចទ្បសពវ x នន L គឺ 2x  

លយើងែាំ ត់ 0y =  ល ើយជាំន៊ួសចូល ( )( )1 1 2 10 ( ) 'f x f x x x− = −   

លបើ ( )1' 0f x   លយើងអចលោះទ្សាយសម្ើការលនះបានលដើម្បើរែ 2x  កដល ( )
( )

1

2 1

1'

f x
x x

f x
= −  

លយើងលទ្បើ 2x  គឺជាតនម្លទ្បក លនន r ។ បនាទ ប់ម្ែលយើងយែ 1x  លៅជាំន៊ួស 2x  លោយការលទ្បើបនាទ ត់
ប ះលៅទ្តង់ចាំ  ច ( )( )2 2,x f x  ។ លនះគឺជាការឲ្យនូវតនម្លទ្បក លរើ៣ លគបាន 

( )
( )

2

3 2

2'

f x
x x

f x
= −  ។ ទ្បសិនលបើលយើងលធ្វើាម្រលបៀបលនះបនតលៅលរៀត លយើងនឹងររ៊ួលបានតនម្ល 

1 2 3 4, , , , ...x x x x  ដូចបានបរហ ញលៅែន ងរូបភាពរើ៣។  

 
ជារូលៅ ទ្បសិនលបើការបា ន់សាម នតនម្លទ្បក លដល់រើ nth គឺជា nx  ល ើយ ( )' 0nf x  លនាះតនម្ល

ទ្បក លកដលទ្តូវបា ន់សាម នគឺ ( )
( )1
'

n

n n

n

f x
x x

f x
+ = −    

 ទ្បសិនលបើចាំន៊ួន nx  មនតនម្លទ្បក លលៅនឹង r  លៅលពលកដល n  ខិ្តលៅជិត   លយើង
អចនិោយបានថ្ន sequence converges លៅ r ល ើយលយើងអចសរលសរបានគឺ lim n

n
x r

→
=  ។ លបើ
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លទាះបើជាតនម្លបា នសាម នមនបនតបនទប់គន លៅនឹងរសឹននអន គម្ន៍ននទ្បលភរ illustrated ដូចលៅែន ងរូបភាពរើ
៣ ។ ជាឧទា រ ៍ គិតលម្ើលលលើសាេ នភាពលៅរូបភាពរើ៤ 

 
លយើងអចលម្ើលលឃើញថ្ន 2x  គឺជាតនម្លទ្បក លជិតជាង 1x  ែរ ើ លនះលៅលពលកដល ( )1'f x  

ខិ្តជិត 0 ។  

ឧទា រ ៍រើ ១ : ចាប់លផដើម្លោយ 1 2x =  ចូររែតនម្លទ្បក លរើ៣ កដលជារសឹននសម្ើការ 
3 2 5 0x x− − =  ។ 

ដាំលណាះទ្សា 

លយើងគិតលៅលម្ើលលលើវធិ្ើសាង្គ្សតរបស់លោែ Newton កដល 3( ) 2 5f x x x= − −  និង 
( ) 2' 3 2f x x= −  ។ លោែ Newton បានលទ្បើសម្ើការលនះ ល ើយគត់បានលទ្ជើសលរ ើសយែ 1 2x =  

ពើលទ្ ះលឃើញថ្ន ( ) ( ) ( )1 6 , 2 1 , 3 16f f f= − = − =  ។សម្ើការកាល យជាសម្ើការ 
3

1 2

2 5

3 2
n n

n n

n

x x
x x

x
+

− −
= −

−
 ។ 

លបើ 1n =  លគបាន 2 2.1x =   

លបើ 2n =  លគបាន 3 2.0946x =   

ឧបមថ្នលយើងចង់បាននូវភាពទ្តឹម្ទ្តូវនូវចាំន៊ួនលទ្កាយលែបៀស ៨ ខ្ទង់លោយការលទ្បើវធិ្ើសាង្គ្សតរបស់
លោែ Newton ។ លតើអត់លយើងអចដឹងថ្នលៅលពលណាកដលនឹងឈប់កដរលរ? រូបម្នដកដលទ្តូវបានលទ្បើជា
រូលៅគឺអចបញ្ឈប់បានលៅលពលកដលមនតនម្លទ្បក ល nx  និង 1nx +  កដលទ្តូវនឹង៨ខ្ទង់។ 
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 ែត់ចាំណាាំថ្នវធិ្ើកដលលធ្វើពើ n  លៅ 1n +  គឺទ្តូវនឹងទ្គប់តនម្លនន n  ។ វាទ្តូវបានលៅថ្ន 
iterative process ។ លនះមនន័យថ្នវធិ្ើសាង្គ្សតរបស់លោែ Newton គឺមនភាពរយទ្សួលសទ្មប់លទ្បើ
លៅែន ងែម្មវធិ្ើននម ស ើនគិតលលខ្ឬែ ាំពយូរ័រ។ 

ឧទា រ ៍រើ ២ : ចូរលទ្បើវធិ្ើសាង្គ្សតរបស់លោែ Newton លដើម្បើរែតនម្ល 6 2  ោ ងទ្តឹម្ទ្តូវកដលមន
លលខ្លៅខាងលទ្កាយលែបៀស ៨ ខ្ទង់។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

ដាំបូងលយើងសលងកតលម្ើលថ្នការរែតនម្លនន 6 2  គឺលសមើនឹងការរែរសឹននសម្ើការ 6 2 0x − =  ។ 

ដូចលនះលយើងយែ 6( ) 2f x x x= −  បនាទ ប់ម្ែលយើងលដរ ើលវ ( ) 5' 6f x x=  ល ើយាម្រយៈវធិ្ើសា

ង្គ្សដរបស់លោែ Newton កាល យជា 
6

1 5

2

6

n
n n

x
x x

x
+

−
= −   

ទ្បសិនលបើលយើងលទ្ជើសលរ ើសយែ 1 1x =  លគបានតនម្លទ្បក លមនដូចខាងលទ្កាម្ 

2

3

4

5

6

1.16666667

1.12644368

1.12249707

1.12246205

1.12246205

x

x

x

x

x









  
លោយ 5x  និង 6x  មនតនម្លលសមើគន លៅទ្តឹម្៨ខ្ទង់ លយើងអចចាត់រ ែថ្ន 6 2 1.12246205=  ។ 

 

ឧទា រ ៍រើ ៣ : រែចាំន៊ួនលៅលទ្កាយលែបៀស 8 ខ្ទង់នូវរសឹននសម្ើការ cos x x=  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

ដាំបូងលយើងគ៊ួរកតសរលសរសម្ើការលៅជារទ្ម្ង់សដង់ោសិន cos 0x x− =   

លយើងាង ( ) cosf x x x= −  បនាទ ប់ម្ែលដរ ើលវវា ( )' sin 1f x x= − −  លនាះវាមនរទ្ម្ង់ 

1

cos cos

sin 1 sin 1
n n n n

n n n

n n

x x x x
x x x

x x
+

− −
= − = +

− − −   
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លដើម្បើឲ្យដឹងពើតនម្លពិតនន 
1x  លយើងគូសទ្កាបននអន គម្ន៍ cosy x=  ល ើយនឹងទ្កាប y x=  ដូច

បរហ ញលៅែន ងរូបភាពរើ៦ ។  

 
រូបភាពបរហ ញពើទ្កាបទា ាំងពើរមនភាពទ្បសពវគន ម្៊ួយកដល 1x   ដូចលនះ យែ 1x =  ជារសឹែន ង

តនម្លទ្បក ល។ ល ើយោ ងបានតនម្លដូចខាងលទ្កាម្លៅលពលកដលគិតលម្ើលគឺ 

 
លោយ 4 5x x=  លយើងអចចាត់រ ែថ្នជារសឹននសម្ើការលនះបាន។ ជាំន៊ួសឲ្យការលទ្បើគាំនូសទ្ ងដូច

លៅែន ងរូបភាពរើ៦ ។ លយើងអចលទ្បើទ្កាប វែិកដលទ្តឹម្ទ្តូវជាងលនះកដលទ្តូវបានលទ្បើលោយម ស ើនគិត
លលខ្ឬែ ាំពយូរ័រ។ 

 
រូបភាពរើ៧បានបរហ ញថ្ន លយើងលទ្បើ 1 0.75x =  ជាតនម្លទ្បក លដាំបូង ល ើយលទ្កាយម្ែវធិ្ើសាង្គ្សត

របស់លោែ Newton មនដូចខាងលទ្កាម្ 
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2 3 40.73911114 , 73908513 , 0.73908513x x x= = =  ដូចលនះ លយើងររ៊ួលបានចលម្លើយ
ដូចកាលពើម្ ន ប  កនតលៅមនជាំហា៊ា នកដលខ្លើជាងលនះ។ 

២.៩. អនុគមន៍ស្រពីមីទ្យវី(Antiderivatives) 

និយម្ន័យ : អន គម្ន៍ F  ជាទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍ f  លៅលលើកដនែាំ ត់ I  កាលណា 
( )' ( ) ,F x f x x I=    

ឧទា រ ៍រើ ១ : រែទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍នើម្៊ួយៗខាងលទ្កាម្៖ 

 ែ. ( ) sinf x x=    

ខ្. 
1

( )f x
x

=
     

គ. ( ) , 1nf x x n=  −  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

ទ្បសិនលបើ ( ) cosF x x= −  លនាះ ( )' sinF x x=  ដូចលនះ ទ្ពើម្ើរើវនន sin x  គឺ cos x−  ។ 
លោយទ្រឹសដើបររើ១ ទ្ពើម្ើរើវជារូលៅគឺ ( ) cosG x x C= − +   

លយើងអចសរលសរបានថ្ន ( )
1

ln
d

x
dx x

=  ។ ដូចលនះ លៅចលនាល ះ ( )0 , +  ទ្ពើម្ើរើវនន 1

x
 គឺ 

ln x C+  ។ លយើងែ៏បានលរៀនផងកដរថ្ន ( )
1

ln
d

x
dx x

=  ទ្គប់ 0x   ។ ទ្រឹសដើម្៊ួយបានទ្បាប់លយើងថ្នទ្ពើ

ម្ើរើវននអន គម្ន៍ 1
( )f x

x
=  គឺ ln x C+  លៅែន ងចលនាល ះណាម្៊ួយកដលមន 0 ។ ល ើយលនះគឺជាការពិត

លៅចលនាល ះ ( ), 0−  និង ( )0 ,   ។ ដូចលនះ ទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍ f  គឺ  

( )
( )

1

2

ln , 0

ln , 0

x C x
F x

x x C x

+ 
= 

− +   
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លយើងលទ្បើ Power Rule លដើម្បើរែទ្ពើម្ើរើវនន nx  ។ ជាការពិតទ្បសិនលបើ 1n  −  លគបាន 
( )1 1

1 1

nn
nn xd x

x
dx n n

+ + 
= = 

+ + 
 ។ ដូចលនះ ទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍ ( ) nf x x=  គឺ  

( )
1

1

nx
F x C

n

+

= +
+   

កដល 0n   លោយ ( ) nf x x=  ទ្តូវបានែាំ ត់លលើចលនាល ះណាម្៊ួយ។ ទ្បសិនលបើ n  គឺអវជិាមន 
( កត 1n  −  ) វាមនតនម្លលលើចលនាល ះកដលមិ្នមន 0  ។ 

(បែអត់យល់( 

 

 

ឧទា រ ៍រើ ២ : រែទ្គប់អន គម្ន៍ g  កដលលគឲ្យ 
52

'( ) 4sin
x x

g x x
x

−
= +  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

ដាំបូងលយើងលធ្វើការសរលសរម្ដងលរៀតនូវអន គម្ន៍ខាងលទ្កាម្  

( )
5

42 1
' 4sin 4sin 2

x x
g x x x x

x x x
= + − = + −
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ដូចលនះ លយើងអចរែទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍ ( )
1

4 2' 4sin 2g x x x x
−

= + −   

លយើងលទ្បើរូបម្នដលៅែន ងារាងរើ២ជាម្៊ួយនឹងទ្រឹសដើរើ១ លយើងបាន  

( ) ( )

1

5 2

5

2
4 cos

15

2

2
4cos 2

5

x x
g x x C

x x x C

= − + − +

= − + − +
  

ចាំ  ចខាងលទ្កាម្មិ្នសូវសាំខាន់ខ្្ ាំអត់សរលសរលោែទ្គូ អត់លទាសផង។ 

ឧទា រ ៍រើ ៣ : រែអន គម្ន៍ f  កដលលគឲ្យ ( ) ( )
1

2' 20 1xf x e x
−

= + +  និង ( )0 2f = −  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

ទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍ ( ) 2

20
'

1

xf x e
x

= +
+

 គឺ 1( ) 20tanxf x e x C−= + +   

លដើម្បើែាំ ត់តនម្លនន C  លយើងលទ្បើ ( )0 2f = −  កដល 
( ) 0 10 20tan 0 2 3f e C C−= + + = −  = −   

ដូចលនះ ដាំលណាះទ្សាយកដលលយើងទ្តូវការគឺ 1( ) 20tan 3xf x e x−= + −   

 
ឧទា រ ៍រើ ៤: រែអន គម្ន៍ f  លបើលគឲ្យ ( ) ( )2'' 12 6 4 , 0 4f x x x f= + − =  និង ( )1 1f =  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

លដរ ើលវននអន គម្ន៍ ( ) 2'' 12 6 4f x x x= + −  គឺ  
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( )
3 2

3 2

' 12 6 4
3 2

4 3 4

x x
f x x C

x x x C

= + − +

= + − +   
ការលទ្បើទ្បាស់ចាប់ទ្ពើម្ើរើវលផសងលរៀត លយើងអចរែលឃើញថ្ន  

4 3 2

4 3 2

( ) 4 3 4
4 3 2

2

x x x
f x Cx D

x x x Cx D

= + − + +

= + − + +  
លដើម្បើែាំ ត់តនម្លនន C  និង D  លយើងលទ្បើលែខខ្ ា  ( )0 4f =  និង ( )1 1f =  ។ លោយ 

( )0 0 4 4f D D= + =  =  និង ( )1 1 1 2 4 1 3f C C= + − + + =  = −   

ដូចលនះ អន គម្ន៍កដលលយើងទ្តូវការគឺ 4 3 2( ) 2 3 4f x x x x x= + − − +  ។ 

ទ្បសិនលបើលគឲ្យទ្កាបននអន គម្ន៍ f  វាហាែ់បើដូចជាល ត ផលម្៊ួយកដលលយើងអចគូសទ្កាបនន
អន គម្ន៍ទ្ពើម្ើរើវអន គម្ន៍ F  ។ ឧបមថ្នលគឲ្យ ( )0 1F =  ។ បនាទ ប់ម្ែលយើងមនែកនលងចាប់លផដើម្លដើម្បើ 
លោយចាំ  ច ( )0 , 1  ល ើយលយើងអចសរលសរបានថ្ន ( )' ( )F x f x= ។ 

ឧទា រ ៍រើ ៥ : លគឲ្យទ្កាបននអន គម្ន៍ f  ដូចមនលៅែន ងរូបភាពរើ ៣។ចូររែទ្ពើម្ើរើវ F  កដល
លគឲ្យ ( )0 2F =  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

 
We are guide by the fact that slope of ( )y F x=  គឺ ( )f x  ។ លយើងចាប់លផដើម្លោយចាំ  ច 

( )0 , 2   ល ើយគូសទ្កាប F  ច ះ លោយ ( )f x  គឺមនភាពអវជិាមនលៅលពល 0 1x   ។ ចាំណាាំថ្ន 
( ) ( )1 3 0f f= =  ដូចលនះ F  មនបនាទ ត់ប ះឈរលៅលពលកដល 1x =  និង 3x =  ។ ចាំល ះ 
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1 3x    ( )f x  គឺវជិាមនល ើយដូចលនះ F  គឺលែើន។ លយើងលឃើញថ្ន F  មនតនម្លអបបបរមលៅលពល
កដល 1x =  ល ើយចាំ  ចអតិបរមលៅលពលកដល 3x =  ។ ចាំល ះ 3x    ( )f x  គឺអវជិាមនល ើយដូច
លនះ F  គឺច ះលលើចលនាល ះ ( )3 ,   ។ លោយ ( ) 0 ,f x x→ →   ទ្កាបននអន គម្ន៍ becomes flater 
លៅលពលកដល x →  ។ គ៊ួរចាំណាាំផងកដរថ្ន ( ) ( )'' 'F x f x=  បដូ រពើវជិាមនលៅអវជិាមនលៅលពលកដល 

2x =   ល ើយពើអវជិាមនលៅវជិាមនលៅលពលកដល 4x =  ដូចលនះទ្កាបននអន គម្ន៍ F  មនចាំ  ចរបត់
លៅលពលកដល 2x =  និង 4x =  ។ 

 
ឧទា រ ៍រើ ៦ : ភាគល អិតម្៊ួយបានផ្លល ស់រើលៅលលើបនាទ ត់ទ្តង់ឲ្យលោយសម្ើការ ( ) 6 4a t t= +  ។ 

ល ើយមនលលបឿនលដើម្គឺ ( )0 6 /v cm s= −  ល ើយវាមនបមល ស់រើ ( )0 9s cm=  ។ រែអន គម្ន៍ ( )s t  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

លោយ ( ) ( )' 6 4v t a t t= = +  មនទ្ពើម្ើរើវកដលឲ្យគឺ ( )
2

26 4 3 4
2

t
v t t C t t C= + + = + +   

កតលយើងមន ( )0 6 6v C C c=  − =  = −   

លនាះលគបាន ( ) 23 4 6v t t t= + −   

លោយ ( ) ( )'v t s t=  កដល s  គឺជាទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍ v   

( )
3 2

3 23 4 6 2 6
3 2

t t
s t t D t t t D= + − + = + − +

  

កត ( )0 9s D D=  =   

ដូចលនះ អន គម្ន៍កដលលយើងទ្តូវការគឺ ( ) 3 22 6 9s t t t t= + − +   
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វតេ សេិតលៅលលើភពកផនដើ ទ្តូវបានទ្សូបទាញលោយសាំរ ះរាំនាញកផនដើ g  ។ លយើងអចដឹងតនម្លនន 
g  បានគឺ 29.8 /g m s=  ឬែ៏ 232 /ft s  ។ 

ឧទា រ ៍រើ ៧ : បាល់ម្៊ួយគឺទ្តូវបានលចាលល ើងលលើែន ងលលបឿន 48 ft s  ពើនផទចាំលណារម្៊ួយកដល
មនែម្ពស់ 432 ft  ពើដើ។ រែែម្ពស់ននបាល់លៅខ្ ៈលពល t  វនិារើលកាយម្ែលរៀត។ លតើលៅលពលណាកដល
វាមនែម្ពស់ជាអតិបរម? ល ើយលពលណាកដលវាធាល ែ់ម្ែដល់ដើវញិ? 

ដាំលណាះទ្សាយ 

The motion គឺជាលលបឿនល ើយលយើងលទ្ជើសលរ ើសយែរិសលៅល ើងលលើ។ លៅខ្ ៈលពល t  ចមា យ
ពើនផទដើគឺ ( )s t  ល ើយលលបឿនគឺ ( )v t  គឺលែើនល ើង។ ដូចលនះ សាំរ ះទ្តូវកតអវជិាមនកដល 

( ) 32
dv

a t
dt

= = −   

យែទ្ពើម្ើរើវលយើងមន ( ) 32v t t C= − +   

លដើម្បើែាំ ត់តនម្លនន C  លយើងលទ្បើ ( )0 48 48v C=  =  លនាះអន គម្ន៍កដលលយើងទ្តូវការគឺ 
( ) 32 48v t t= − +   

ែម្ពស់អតិបរមកដលអចលៅដល់លៅលពលកដលមនលលបឿនលសមើសូនយ គឺលៅបនាទ ប់ពើ1.5s ។ លោយ 
( ) ( )'s t v t=  លយើងបាន ( ) 216 48s t t t D= − + +   

លទ្បើ ( )0 432 432 0 432s D D=  = +  =   

ដូចលនះ ( ) 216 48 432s t t t= − + +   

បញ្ា ែ់ ( )s t  គឺមនតនម្លរ ូតដល់បាល់ថ្នល ែ់លៅដល់នផទដើ។ វាអចលែើតល ើងបានលៅលពលកដល 
( ) 0s t =  កដលមនលៅលពល 2 216 48 432 0 3 27 0t t t t− + + =  − − =   

លទ្បើរូបម្នដនវលដើម្បើលោះទ្សាយសម្ើការ លយើងបាន 3 3 13

2
t


=   

លោយ t មនតនម្លធ្ាំជាងសូនយ លនាះលគបាន 3 3 13
6.9

2
t s

+
= =  

លាំហាត់អន វតត 
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១ ដល់ ២២ : រែទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍។ 

១. ( ) 3f x x= −   

២. 
21

( ) 2 6
2

f x x x= − +
  

៣. 
2 31 3 4

( )
2 4 5

f x x x= + −
  

៤. 
9 6 3( ) 8 3 12f x x x x= − +   

៥. ( )( )( ) 1 2 1f x x x= + −   

៦. ( )
2

( ) 2f x x x= −   

៧. 
2 4

5 5( ) 7 8f x x x
−

= +   

៨. 3.4 2 1( ) 2f x x x −= −   

៩. ( ) 2f x =   

១០. 
2( )f x e=   

១១. 3( ) 3 2f x x x= −   

១២. 
3 2( )f x x x x= +   

១៣. 
1 2

( )
5

f x
x

= −
  

១៤. 
4 3 2

4

3 6
( )

t t t
f t

t

− +
=

  

១៥. 
21

( )
t t

g t
t

+ +
=
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១៦. ( ) sec tan 2r e  = −   

១៧. ( ) 22sin sech   = −   

១៨. ( ) sin 2sinhf t t t= +   

១៩. ( ) 5 3coshxf x e x= −   

២០. ( ) 2 6cosf x x x= +   

២១. 
5 3

4

2
( )

x x x
f x

x

− +
=

  

២២. 
2

2

2
( )

1

x
f x

x

+
=

+  

២៣ ដល់ ២៤ 

រែទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍ f  កដលបញ្ា ែ់ាម្លែខខ្ ា កដលឲ្យ។ ទ្តួតពិនិតយលម្ើលចលម្លើយរបស់អនែ
ល ើយលទ្បៀបលធ្ៀបលៅនឹងទ្កាបននទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍ f  ។ 

២៣. ( )4 5( ) 5 2 , 0 4f x x x F= − =   

២៤. ( ) ( )
1

2( ) 4 3 1 , 1 0f x x F
−

= − + =  

២៥ ដល់ ៤៨ : រែអន គម្ន៍ f   

២៥. ( ) 3 2'' 20 12 6f x x x x= − +   

២៦. ( ) 6 4'' 4 1f x x x x= − + +   

២៧. 
( )

2

3
2

''
3

f x x=
  

២៨. ( )'' 6 sinf x x x= +   
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២៩. ( )''' cosf t t=   

៣០. ( ) 4''' tf t e t−= +   

៣១. ( ) ( )' 1 3 , 4 25f x x f= + =   

៣២. ( ) ( )4 2' 5 3 4 , 1 2f x x x f= − + − =   

៣៣. 
( ) ( )2

4
' , 1 0

1
f t f

t
= =

+   

៣៤. 
( ) ( )3

1
' , 0 , 1 6f t t t f

t
= +  =

  

៣៥. 
( ) 2' 2cos sec , , 4

2 2 3
f t t t t f

   
= + −   = 

   

៣៦. 
( ) ( ) ( )

2 1 1
' , 1 , 1 0

2

x
f x f f

x

−
= = − =

  

៣៧. ( ) ( ) ( )
1

3' , 1 1 , 1 1f x x f f
−

= = − = −   

៣៨. 
( )

2

4 1
' , 1

21
f x f

x

 
= = 

 −   

៣៩. ( ) ( ) ( )2'' 2 12 12 , 0 4 , ' 0 12f x x x f f= − + − = =   

៤០. ( ) ( ) ( )3'' 8 5 , 1 0 , ' 1 8f x x f f= + = =   

៤១. ( ) ( ) ( )'' sin cos , 0 3 , ' 0 4f f f  = + = =   

៤២. 
( ) ( ) ( )

3
'' , 4 20 , ' 4 7f t f f

t
= = =

  

៤៣. ( ) ( ) ( )2'' 4 6 24 , 0 3 , 1 10f x x x f f= + + = =   
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៤៤. ( ) ( ) ( )3'' sinh , 0 1 , 2 2.6f x x x f f= + = =   

៤៥. 
( ) ( )'' 2 cos , 0 1 , 0

2
f x x f f

 
= + = − = 

    

៤៦. ( ) ( ) ( )'' 2 3sin , 0 0 , 0tf t e t f f = + = =   

៤៧. ( ) ( ) ( )2'' , 0 , 1 0 , 2 0f x x x f f−=  = =   

៤៨. ( ) ( ) ( ) ( )''' cos , 0 1 , ' 0 2 , '' 0 3f x x f f f= = = =   

៤៩. លគឲ្យទ្កាបននអន គម្ន៍ f  កាត់ចាំ  ច ( )1 , 6  និងមនលម្គ  ទ្បាប់រិសននបនាទ ត់ប ះលៅ
ទ្តង់ចាំ  ច ( ), ( )x f x  គឺ 2 1x+  ។ រែ ( )2f  ។ 

៥០. រែអន គម្ន៍ f  កដល ( ) 3'f x x=  និងមនបនាទ ត់ 0x y+ =  គឺជាបនាទ ត់ប ះទ្កាបននអន គម្
ន៍ f  ។ 

៥១ ដល់ ៥២ 

ទ្កាបននអន គម្ន៍ f  គឺទ្តូវបានបរហ ញ។ លតើទ្កាបម្៊ួយណាកដលជាទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍ f ល ត 
អើ? 

៥១.  

 
៥២.  
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៥៣. ទ្កាបននអន គម្ន៍ម្៊ួយគឺទ្តូវបានបរហ ញដូចលៅែន ងរូបភាព។ គូសទ្កាបននទ្ពើម្ើរើវ F  កដល

( )0 1F = ។ 

 
៥៤. ទ្កាបលលបឿនននអន គម្ន៍របស់ភាគល អិតគឺទ្តូវបានបរហ ញែន ងរូបភាព។ គូសរើា ាំងជាទ្កាបនន

អន គម្ន៍លនះ។ 

 
៥៥. ទ្កាបននអន គម្ន៍លដរ ើលវ 'f  គឺទ្តូវបានបរហ ញែន ងរូបភាព។ គូសទ្កាបននអន គម្ន៍ f  

ទ្បសិនលបើ f  គឺជាអន គម្ន៍ជាប់កដល ( )0 1f = −  ។ 
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៥៦.  ែ. លទ្បើឧបែរ ៍លដើម្បើគូសទ្កាបននអន គម្ន៍ ( ) 2 3f x x x= −  ។ 

 ខ្. លោយលទ្បើទ្កាបលៅសាំ ៊ួ រ ែ ចូរគូសទ្កាបននទ្ពើម្ើរើវ F  កដលលគឲ្យ ( )0 1F =  ។ 

 គ. លទ្បើលែខ ៈននចាំ  ចលនះលដើម្បើរែអន គម្ន៍ ( )F x  ។ 

 ឃ. ទ្កាបននអន គម្ន៍ F  លោយការលទ្បើចាំ  ចកដលបានបញ្ា ែ់ខាងលលើលៅចាំ  ច គ ។ 
លទ្បើលធ្ៀបទ្កាបលៅចាំ  ច ខ្ ។ 

៥៧ ដល់ ៥៨ 

គូសទ្កាបននអន គម្ន៍ f  និងលទ្បើវាលដើម្បើបលងកើតគាំនូសននទ្ពើម្ើរើវាម្រយៈអន គម្ន៍លដើម្។ 

៥៧. 2

sin
( ) , 2 2

1

x
f x x

x
 = −  

+  

៥៨. 
4 2( ) 2 2 2 , 3 3f x x x x= − + − −    

៥៩ ដល់ ៦៤ 

ភាគល អិតតូចៗែាំព ងផ្លល ស់រើ។ រែរើា ាំងននភាគល អិត។ 

៥៩. ( ) ( )sin cos , 0 0v t t t s= − =   

៦០. ( ) ( )1.5 , 4 10v t t s= =   
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៦១. ( ) ( ) ( )2 1 , 0 3 , 0 2a t t s v= + = = −   

៦២. ( ) ( ) ( )3cos 2sin , 0 0 , 0 4a t t t s v= − = =   

៦៣. ( ) ( ) ( )10sin 3cos , 0 0 , 2 12a t t t s s = + = =   

៦៤. ( ) ( ) ( )2 4 6 , 0 0 , 1 20a t t t s s= − + = =   

៦៥. ថមធាល ែ់ពើចាំលណារខ្ពស់នន CN Tower កដលមនែម្ពស់ 450m ពើនផទដើ។ 

 ែ. រែចមា យពើដ ាំថមលៅនផទដើលៅខ្ ៈលពល t  ។ 

 ខ្. លតើទ្តូវចាំណាយរយៈលពលប  នាម នលដើម្បើឲ្យវាបានធាល ែ់ដល់នផទដើ។ 

 គ. លតើវាមនលលបឿនប  នាម នលៅលពលកដលវាធាល ែ់ដល់នផទដើ។ 

 ឃ. ទ្បសិនលបើដ ាំថមមនលលបឿនធាល ែ់ម្ែលទ្កាម្ 5m s   លតើវាទ្តូវចាំណាយលពលអស់ប  នាម ន
លដើម្បើឲ្យធាល ែ់ដល់នផទដើ? 

៦៦. ចូរបរហ ញពើចលនាសទ ះលសមើលៅលលើបនាទ ត់ទ្តង់ម្៊ួយកដលមនសនទ ះ a  លលបឿនលដើម្ 0v  ចមា យ
លដើម្ 0s  និងលៅខ្ ៈលពល t  គឺ 2

0 0

1

2
S at v t s= + +  ។ 

៦៧. វតេ ម្៊ួយទ្តូវបានលចាលល ើងលលើែន ងលលបឿនលដើម្ 0v  ពើរើា ាំងលដើម្ 0s  ពើនផទដើ។ បរហ ញថ្ន 
( ) ( )

2 2

0 019.6v t v s t s= − −        ។ 

៦៨. បាល់ពើទ្តូវបានគប់ល ើងលលើពើចាំលណារថមម្៊ួយែន ងឧទា រ ៍រើ ៧ ។ ការលចាលលលើែដាំបូងគឺ
សេិតលៅែន ងលលបឿន 48 ft s  និងម្៊ួយវនិារើលទ្កាយម្ែបាល់ម្៊ួយលរៀតទ្តូវបានលចាលល ើងលលើដូចគន គឺែន ង
លលបឿន 24 ft s  ។ លតើបាល់ទា ាំងពើរនឹងបានជ៊ួបគន កដរឬលរ? 

៦៩. ដ ាំថមម្៊ួយទ្តូវបានរមល ែ់ពើចាំលណារថមម្៊ួយល ើយធាល ែ់ម្ែដល់នផទដើកដលមនលលបឿន 120 ft s  
។ លតើចាំលណារថមសេិតលៅែម្ពស់ប  នាម ន? 

៧០. ទ្បសិនលបើអនែម្ ជរឹែមន ែ់មនម ស់ m  បានឈរលៅខាងច ងននកាដ រម្៊ួយកដលមនទ្បកវង L  
លដើម្បើ 
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ជំពូក ៣:  អាងំរតស្រកាល 

 

ែន ងកផនែលនះព៊ួែលយើងរែលឃើញថ្នែន ងការពាោម្កសវងរែនផទលទ្កាម្កខ្សលកាង ឫចមា យននការលធ្វើ
ដាំល ើ រលោយឡាន ល ើយលយើងបញ្ច ប់ជាម្៊ួយនឹងទ្បលភរននលើម្ើតពិលសសដូចគន ។ 
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 ចាំលណារនផទទ្ែឡា 

លយើងចាប់លផតើម្លោះទ្សាយចាំលណារនផទទ្ែឡា លោយកសវងរែនផទទ្ែឡាតាំបន់ S  កដលសេិតលៅលទ្កាម្
កខ្សលកាង ( )y f x=  ពើ a  លៅ b ។ អតេន័យនន S  លម្ើលឧទា រ ៍ Figure 1 វាទាល់លោយទ្កាបននអន គម្
ន៍ជាប់ f  កដល ( ) 0f x    , បនាទ ត់ឈរ x a=  និង x b= និងអ័ែសអប់ស ើស។ 

 
 ែន ងការពាោម្លោះទ្សាយចាំលណារនផទទ្ែឡាព៊ួែលយើងបានស៊ួរខ្ល៊ួ នឯងថ្ន៖លតើអវើជាអតេ

ន័យនន ែយនផទទ្ែឡា?សាំ ៊ួ រលនះគឺរយទ្សួលល ល្ើយចាំល ះតាំបន់ទ្តង់។ សទ្មប់ចត លកា កែង នផទទ្ែឡា
គឺែាំ ត់លោយលរធផលននបលណាត យ និងររឹង។ នផទននទ្តើលកា  …..។នផទទ្ែឡាននព  លកា រែលឃើញ
លោយកចែវាជាទ្តើលកា (ដូចែន ង Figure 2) ល ើយបូែនផទននទ្តើលកា ។ 

 
         លទាះជាោ ងណាែ៏លោយវាមិ្នរយទ្សួលលដើម្បើកសវងរែនផទទ្ែឡាននតាំបន់កខ្សលកាង។ 

បនាទ ប់ម្ែលយើងោែ់លើម្ើតលៅលលើតនម្លទ្បក លលនាះ។ព៊ួែលយើងលដញលោលលៅលលើគាំនិតទ្សលដៀងៗគន
ចាំល ះនផទទ្ែឡា។ ដាំបូងលយើងបា ន់សាម ននផទទ្ែឡា S  លោយចត លកា កែង បនាទ ប់ម្ែលយើងយែកដនែាំ ត់
នននផទទ្ែឡាជាចត លកា កែងទា ាំងលនះលោយតលម្លើងលលខ្ននចត លកា កែង។    
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លទ្បើទ្បាស់ចត លកា កែងលដើម្បើលធ្វើការបា ន់សាម ននផទទ្ែឡាលទ្កាម្បា រា បូល 2y x=  ពើ 0  លៅ1 (នផទ

ទ្ែឡាបា រា បូល S  ឧទា រ ៍ែន ង Figure3) ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ៖ ដាំបូងលយើងែាំ ត់នផទទ្ែឡា S  ទ្តូវកតសេិតលៅែកនលងណាម្៊ួយចលនាល ះ 0  និង1 
មនែន ងកាលរកដលមនទ្បកវង1ប  កនតលយើងអចលធ្វើលអយទ្បលសើរជាងលនាះ។ ឧបមថ្នលយើងកចែ S  ជាប៊ួន ន្ូ ត

1 2 3, ,S S S  និង 4S  លោយគូសបនាទ ត់ឈរ 1 1
,

4 2
x x= =  និង 3

4
x =  ដូចែន ង Figure4(a)។ 

 
លយើងអចបា ន់សាម នកផនែ្ូតនើម្៊ួយៗលោយចត លកា កែងកដលមនបាតដូចគន ជានផទ្ូតល ើយ

ែម្ពស់ដ៊ួចជាកគម្ខាងសាត ាំនន ន្ូ ត[លម្ើល Figure4(a)]។ ែន ងន័យលផសងលរៀតែម្ពស់ននចត លកា កែងទា ាំង
លនាះជាតនម្លននអន គម្ន៍ ( ) 2f x x=  លៅខាងសាត ាំចាំ  ចច ងចលនាល ះរង 

1 1 1 1 3
0, , , , ,

4 4 2 2 4

     
     
       និង

3
,1

4

 
 
   
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ចត លកា កែងនើម្៊ួយៗមនររឹង 1

4
 និងែម្ពស់

2 2 2
1 1 3

, ,
4 2 4

     
     
     

 និង 11  ។ លបើលយើងលអយ 4R  

ជាផលបូែនផទននចត លកា កែងកដលបា ន់សាម នលនះលយើងបាន៖ 

 
( )

2 2 2
2

4

1 1 1 1 3 1 15
1 0.46875

4 4 2 4 4 4 32
R

     
= + + + = =     
        

ពើFigure4(b)លយើងលឃើញថ្ននផទទ្ែឡា A  នន S  តិចជាង 4R  ដូចលនះ 0.46857A   

 
ជាំន៊ួសលអយការលទ្បើទ្បាស់ចត លកា កែងែន ង Figure 4(b)លយើងអចលទ្បើទ្បាស់ចត លកា កែង

កដលតូចជាងែន ង Figure 5 កដលែម្ពស់គឺជាតនម្លនន f សេិតលៅខាងល វ្ងចាំ  ចបញ្ច ប់ននចលនាល ះរង
(ចាំ  ចខាងល វ្ងបាំផ តននចត លកា កែងរាបលសមើលទ្ ះែម្ពស់វាលសមើ0) ផលបូែនផទទ្ែឡាចាំល ះការបា ន់

សាម នចត លកា កែងគឺ៖
2 2 2

2

4

1 1 1 1 1 1 3 7
0 0.21875

4 4 4 4 2 4 4 32
L

     
=  +  +  +  = =     

     
  

លយើងលឃើញថ្ននផទទ្ែឡានន S  គឺធ្ាំជាង 4L  ដូលចនះលយើងអចបា ន់សាម នតនម្លទាបជាងនិងខ្ពស់ជាង
ចាំល ះ A  លយើងអចលទ្បើវធិ្ើសាង្គ្សតលនះម្តងលរៀតជាម្៊ួយលលខ្កដលធ្ាំជាងននកផនែ ន្ូ ត។ែន ងរូបរើ៦ បរហ ញពើអវើ
កដលបានលែើតល ើងលៅលពលកដលលយើងកចែតាំបន់ S  ជា៨កផនែ ន្ូ តកដលមនររឹងលសមើៗគន ។ 

លោយការគ នាផលបូែនននផទទ្ែឡាចត លកា កែងតូចជាង ( )8L  ល ើយបូែនផទទ្ែឡាចត លកា 
កែងធ្ាំជាង ( )8R  លយើងររ៊ួលបានតនម្លទាបជាងនិងខ្ពស់ជាងចាំល ះ A  ៖ 

0.2734375 0.3984375A   
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ដូលចនះចលម្លើយននសាំ ៊ួ រគឺអចនិោយបានថ្នពិតចាំល ះនផទទ្ែឡា S  កដលលៅចលនាល ះ 0.2734375  
និង 0.3984375  ។ 

 

 

 

 

 

លយើងអចររ៊ួលបានការបា ន់សាម នកដលល អជាងម្ នលោយទ្គន់កតបលងកើនចាំន៊ួន ន្ូ ត។ ារាងខាង
លទ្កាម្បរហ ញពើលរធផលននការគ នាទ្សលដៀងគន (លទ្បើែ ាំពយូរ័រ(លទ្បើទ្បាស់ចត លកា កែងចាំន៊ួន n  កដល
ែម្ពស់លៅចាំន ចច ងខាងល វ្ង ( )nL  ឫចាំន ចច ងខាងសាត ាំ( )nR  ។ ជាពិលសសលយើងលទ្បើទ្បាស់ 50កផនែ ន្ូ តកដល
នផទទ្ែឡាសេិតលៅចលនាល ះ 0.3234  និង 0.3434  ចាំល ះកផនត ន្ូ ត1000  លយើងបទ្ងួម្វាលអយរតិកតខាល ាំងកថម្
លរៀត៖ A  លៅចលនាល ះ 0.3328335  និង 0.3338335  ។ ការបា ន់សាម នកដលល អររ៊ួលបានលលខ្ជាម្ធ្យម្គឺ៖

0.3333335A   ។ 

n   nL   nR   

10   0.2850000   0.3850000   

20   0.3087500   0.3587500   

30   0.3168519   0.3501852   

50   0.3234000   0.3434000   

100   0.3283500   0.3383500   

1000   0.3328335   0.3338335   
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ពើតនម្លែន ងារាងឧទា រ ៍រើ1៖ ទ្បសិនលបើ nR   ខិ្តជិត 1

3
 លនាះ n លែើនល ើង។ លយើងនិងអះអង

ែន ងឧទា រ ៍បនាទ ប់។ 

ឧទា រ ៍2 ចាំល ះកផនែ S  ែន ងឧទា រ ៍រើ1 បរហ ញថ្នផលបូែនផទទ្ែឡា………..លនាះ 
1

lim
3

n
x

R
→

=   

 
ដាំលណាះទ្សាយ៖ nR  ជាផលបូែនផទទ្ែឡាននចត លកា កែងចាំន៊ួន n  ែន ងរូបរើ7។ ចត លកា កែង

នើម្៊ួយៗមនររឹង 1

n
 ល ើយែម្ពស់មនតនម្លជាអន គម្ន៍ ( ) 2f x x=  លៅចាំ  ច 1 2 3

, , ,...,
n

n n n n
កដលែម្ពស់

គឺ
2 2 2 2

1 2 3
, , ,...,

n

n n n n

       
       
       

 ដូលចនះ   

( )

( )

2

2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

3

1 1 1 2 1 3 1
...

1 1
1 2 3 ...

1
1 2 3 ...

n

n
R

n n n n n n n n

n
n n

n
n

       
= + + + +       

       

=  + + + +

= + + + +

( )

( )

( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

3

1 1 1 2 1 3 1
...

1 1
1 2 3 ...

1
1 2 3 ...

n
R n

n n n n n n n n

n
n n

n
n

       
= + + + +       

       

=  + + + +

= + + + +

     

លយើងលទ្បើទ្បាស់រូបម្នតផលបូែកាលរពើត៊ួដាំបូងដល់ត៊ួរើ n   
( )( )2 2 2 2

1 2 1
1 2 3 ...

6

n n n
n

+ +
+ + + + =
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ទ្បក លជាអនែធាល ប់លឃើញរូបម្នតលនះពើម្ នម្ែ។វាបរហ ញែន ងឧទា រ ៍5ែន ងឧបសម្ពនធE។ ជាំន៊ួស
រូបម្នត1ែន ងការបរហ ញ nR  លយើងបាន 

( )( ) ( )( )
3 2

1 2 1 1 2 11

6 6
n

n n n n n
R

n n

+ + + +
=  =

  
លយើងគ នាលើម្ើតននសវើត nR  ។ សវើតល ើយនិងលើម្ើតទ្តូវបានយែម្ែពិភាែាែន ងចាំ  ចA

ខាងលដើម្ និងម្ែសិែាលាំអិតែន ងកផនែ11.1។ គាំនិតទ្សលដៀងគន លៅនឹងនិយម្ន័យននលើម្ើត(កផនែ2.6)។ 
លយើងសរលសរ lim

n→
កដល n  ជាចាំន៊ួនគត់វជិាមន។ ជារូលៅលយើងបាន 1

lim 0
n n→

=  ។ លពលកដលលយើងសរលសរ 
1

lim
3

n
n

R
→

=  មនន័យថ្នលយើងលធ្វើលអយ nR  ខិ្តជិត 1

3
 លោយយែ n  ធ្ាំទ្គប់ទ្គន់។ 

ដូលចនះលយើងបាន 

                             

( )( )
2

1 2 1
lim lim

6

1 1 2 1
lim

6

1 1 1
lim 1 2

6

1 1
1 2

6 3

n
n n

n

n

n n
R

n

n n

n n

n n

→ →

→

→

+ +
=

+ +  
=   

  

  
= + +  

  

=   =

  

បរហ ញថ្នផលបូែលទ្កាម្ែ៏ខិ្តលៅរែ 1

3
កដរ កដល 1

lim
3

n
n

L
→

=  ។ ពើរូបរើ8និងរើ9បានបរហ ញថ្នលបើ
n  លែើនល ើងទា ាំង ,n nL R  បានកាល យជាការបា ន់សាម នកាន់កតទ្បលសើរល ើងចាំល ះនផទទ្ែឡា S  ។ ដូលចនះលយើង

ែាំ ត់នផទទ្ែឡា A  ជាលើម្ើតននផលបូែនផទននចត លកា កែងកដលបា ន់សាម នលនាះ។ លគបាន 

     
1

lim lim
3

n n
n n

A R L
→ →

= = =
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     របូរើ8 ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំបញ្ា ែ់ពើផលបូែែាំល ើ នលទ្ ះ ( ) 2f x x=  លែើនល ើង 

 
 របូរើ9 ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងល វ្ងបញ្ា ែ់ពើផលបូែលទ្កាម្លទ្ ះ ( ) 2f x x=  លែើនល ើង។ 

            ាម្គាំនិតែន ងឧទា រ ៍1និង2 រូលៅជាងនផទទ្ែឡា S ចាំល ះរូបរើ1។ លយើងចាប់លផតើម្កបង
កចែ S  ជា n  កផនែ ន្ូ ត 1 2, ,..., nS S S  កដលមនររឹងលសមើៗគន ដូចរូបរើ10។ 

 
ររឹងលៅចលនាល ះ ,a b  គឺ b a−  ដូចលនះររឹងននកផនែ ន្ូ តនើម្៊ួយៗកដលមនចាំន៊ួន n  គឺ b a

x
n

−
 =   
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កផនែ ន្ូ តទា ាំងលនះកចែចលនាល ះ ,a b ជាចលនាល ះរងចាំន៊ួន n  គឺ        0 1 1 2 2 3 1, , , , , ,..., ,n nx x x x x x x x−  
កដល 0x a=  ល ើយ nx b=  ចាំ  ចច ងខាងសាត ាំននចលនាល ះរងគឺ 

1

2

3

2

3

.

.

.

x a x

x a x

x a x

= + 

= + 

= + 

  
 លធ្វើការបា ន់សាម នកផនែ ន្ូ តរើ i គឺ iS  លោយចត លកា កដលមនររឹង x  ល ើយនឹងែម្ពស់ ( )1f x  

កដលតនម្លនន f  លៅចាំ  ចបញ្ច ប់(លម្ើលរូបរើ11)។ បនាទ ប់ម្ែនផទទ្ែឡាននចត លកា រើ i គឺ ( )1f x x  ។ លបើ
លយើងគិតឲ្យស ើជលទ្ៅនផទទ្ែឡា S  ជាការបា ន់សាម នលោយផលបូែនននផទចត លកា កែងទា ាំងលនាះកដល 

( ) ( ) ( )1 2 ...n nR f x x f x x f x x=  +  + +    

 
រូបរើ12បរហ ញពើការបា ន់សាម នលនះចាំល ះ 2,4,8n =  និង12  ។ ចាំណាាំការបា ន់សាម នលនះកាន់កតល អ

ទ្បលសើរល ើងកាលណាចាំន៊ួនកផនែ ន្ូ តលែើនល ើង n →។ ដូលចនះលយើងែាំ ត់នផទទ្ែឡា A  នន S  ាម្វធិ្ើ 
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 2 និយម្ន័យ នផទទ្ែឡា A  ននកផនែ S  កដលោតសនធឹងលទ្កាម្ទ្កាបននអន គម្ន៍ f  ជាលើម្ើ

តផលបូែននការបា ន់សាម ននផទទ្ែឡាចត លកា កែង៖ 

 ( ) ( ) ( )1 2lim lim ...n n
n n

A R f x x f x x f x x
→ →

= =  +  + +      
វាអចទ្តូវបានបរហ ញលើម្ើតែន ងនិយម្ន័យរើ2កតងកត(exists)ចាប់ា ាំងពើលយើងសនមតថ្ន f  ជា

អន គម្ន៍ជាប់។ វាបានបរហ ញថ្នលយើងររ៊ួលបានតនម្លដូចគន ទ្បសិនលបើលទ្បើចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងល វ្ង៖ 

3 ( ) ( ) ( )1 2lim ... n
n

A f x x f x x f x x  

→

 =  +  + + 
    

 
 ចាំណាាំ វាទ្តូវបានបរហ ញថ្ននិយម្ន័យសម្មូ្លនននផទទ្ែឡាគឺ៖ A  ជាចាំន៊ួនកតម្៊ួយគត់

កដលតូចជាងផលបូែលលើ និងធ្ាំជាងផលបូែលទ្កាម្។ លយើងបានលឃើញឧទា រ ៍រើ1 និងរើ2 ជា

ឧទា រ ៍កដលនផទទ្ែឡា 1

3
A

 
= 

 
 ជាប់រវាងទ្គប់ផលបូែននការបា ន់សាម នខាងល វ្ង nL  និងទ្គប់ផលបូែ

ននការបា ន់សាម នខាងសាត ាំ nR  អន គម្ន៍ែន ងឧទា រ ៍ទា ាំងលនាះ ( ) 2f x x=  លែើនល ើងលលើ 0,1  ល ើយផល
បូែលទ្កាម្លែើតល ើងពើចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងល វ្ង និងផលបូែលលើលែើតពើចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំលម្ើលរូបរើ8និង
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រើ9)។ ជារូលៅលយើងបលងកើតផលបូែខាងលលើ និងខាងលទ្កាម្លោយលទ្ជើសលរ ើសចាំ  ច ix   ដូលចនះ ( )if x   ជាត
តនម្លអបបបរម( និងអតិបរម( នន f  លលើចលនាល ះរងរើ i  ។ (លម្ើលរូបរើ14និងលាំហាត់7-8)។ 

 
 របូរើ14 lower sums (ចត លកា កែងខ្លើ( 

      និង upper sums(ចត លកា កែងកវង( 

 លយើងលទ្បើទ្បាស់ស ិចម លដើម្បើសរលសរផលបូែលធ្វើលអយវាកាន់កតបទ្ងួម្។ ឧទា រ ៍ 

 
( ) ( ) ( ) ( )1 2

1

...
n

i n

i

f x x f x x f x x f x x
=

 =  +  + + 
  

     ដូចលនះែលនាម្នននផទទ្ែឡាែន ងឧទា រ ៍រើ 2,3និង4 អចសរលសរ 

   

( )

( )

( )

1

1

1

1

lim

lim

lim

n

i
n

i

n

i
n

i

n

i
n

i

A f x x

A f x x

A f x x

→
=

−
→

=



→
=

= 

= 

= 






  

 លយើងែ៏អចសរលសររូបម្នតរើ1ល ើងវញិាម្វធិ្ើ៖ 

   
( )( )2

1

1 2 1

6

n

i

n n n
i

=

+ +
=

  
ឧទា រ ៍3 ាង A  ជានផទទ្ែឡាកផនែកដលោតសនធឹងលទ្កាម្ទ្កាប ( ) xf x e−=  ចលនាល ះ 0x =  និង

2x =  ។ 

(a) លទ្បើទ្បាស់ចាំ  ចច ងខាងសាត ាំរែលើម្ើត A  ។ មិ្នទ្តូវបា ន់សាម នតនម្លននលើម្ើតលរ។ 
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(b) បា ន់សាម ននផទលោយយែចាំ  ចគទ្មូ្ជាចាំ  ចែណាត លចលនាល ះរងរើ 4និងបនាទ ប់ម្ែ ចលនាល ះ
រងរើ 10។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

(a) ាង 0a =  និង 2b =  ររឹងនន(ចលនាល ះរង)គឺ  

                2 0 2
x

n n

−
 = =   

ដូចលនះ 1 2 3

2 4 6
, , ,x x x

n n n
= = =  2

i

i
x

n
=  និង 2

n

n
x

n
=  ។ ផលបូែនននផទទ្ែឡាចត លកា កែង

កដលបា ន់សាម នគឺ 

    

( ) ( ) ( )
1 2

1 2

2 4 2

...

...

2 2 2
...

n

n n

xx x

n n

n n n

R f x x f x x f x x

e x e x e x

e e e
n n n

−− −

− − −

=  +  + + 

=  +  + + 

     
= + + +     

        
លោងលៅាម្និយម្ន័យរើ2 នផទទ្ែឡាគឺ 

   

2 4 6 2
2

lim lim ...
n

n n n n
n

n n
A R e e e e

n

− − − −

→ →

 
= = + + + + 

    
លទ្បើទ្បាស់និមិ្តតសញ្ញ ស ិចម លយើងអចសរលសរ 

   

2

1

2
lim

in

n

n
i

A e
n

−

→
=

= 
 

    វាពិបាែលដើម្បើរែតនម្លជាែ់ោែ់ននលើម្ើតលនះលោយនដ ប  កនតលោយជាំន៊ួយននទ្បពនធ័ពើជគ ិតែន ង
ែ ាំពយូរ័រ វាមិ្នពិបាែលរ(លម្ើលឧទា រ ៍28)។ ែន ងកផនែ 5.3 លយើងនឹងអចកសវងរែ A  កាន់កតរយទ្សួល
លោយលទ្បើទ្បាស់វធិ្ើលផសងៗគន ។ 
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(b) 4n = ចលនាល ះរងននររឹងលសមើ 0.5x =  គឺ     0,0.5 , 0.5,1 , 1,1.5  និង 1.5,2  ។ ចាំ  ចែ

ណាត លននចលនាល ះរងគឺ 1 2 30.25, 0.75, 1.25,x x x  = = =  និង 4 1.75x  =  ល ើយផលបូែនផទទ្ែឡានន
ចត លកា កែងកដលបា ន់សាម នទា ាំងប៊ួន(លម្ើលរូបរើ15) គឺ 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

4

4

1

0.25 0.75 1.25 1.75

0.25 0.75 1.25 1.75

0.25 0.75 1.25 1.75

0.5 0.5 0.5 0.5

1
0.8557

2

i

i

M f x x

f x f x f x f x

e e e e

e e e e



=

− − − −

− − − −

= 

=  +  +  + 

= + + +

= + + + 



  
ដូចលនះការបា ន់សាម ននផទទ្ែឡាគឺ 0.8557A   

   
 10n = ចលនាល ះរង គឺ     0,0.2 , 0.2,0.4 ,..., 1.8,2  ល ើយចាំ  ចែណាត លគឺ

1 2 3 40.1, 0.3, 0.5,..., 1.9x x x x   = = = =  ដូចលនះ 
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( ) ( ) ( ) ( )

( )
10

0.1 0.3 0.5 1.9

0.1 0.3 0.5 ... 1.9

0.2 ... 0.8632

A M f x f x f x f x

e e e e− − − −

 =  +  +  + + 

= + + + +    
 ែន ងរូបរើ16ការបា ន់សាម នទ្បលសើរជាងការបា ន់សាម នជាម្៊ួយ 4n =   

ចាំលណារចមា យ 

     ឥ ូវលាះពិចារណាលៅលលើចាំលណារចមា យ៖រែចមា យលធ្វើដាំល ើ រលោយវតេ ម្៊ួយែាំ  ងលពល
ជាែ់ោែ់ម្៊ួយ ទ្បសិនលបើលលបឿនននរតេ ទ្តូវបានដឹងទ្គប់លពលទា ាំងអស់។ ទ្បសិនលបើលលបឿនលថរ លនាះចាំលណារ
ចមា យរយទ្សួលលោះទ្សាយាម្រូបម្នត៖ 

  ចមា យចរ=លលបឿន រយៈលពល 

ប  កនតទ្បសិនលបើលលបឿនកទ្បទ្បួល វាមិ្នរយទ្សួលលដើម្បើរែចមា យចរែន ងការលធ្វើដាំល ើ រលរ។ លយើងពិនិ
តយលម្ើលចាំលណារាម្ឧទា រ ៍បនាទ ប់។ 

ឧទា រ ៍4 ឧបមថ្នឧបែរ ៍វាស់ចមា យលលើឡានរបស់លយើងខូ្ច ល ើយលយើងចង់បា ន់សាម ន
ចមា យលបើែបរែន ងរយៈលពល 30វនិារើ។ លយើងយែឧបែរ ៍វាស់លលបឿនម្ែបែទ្សាយរាល់ 5វនិារើម្តង
ល ើយែត់ទ្ាែន ងារាងបនាទ ប់៖ 

  

រយៈ

លពល ( )s   

0 5 1
0 

1
5 

2
0 

2
5 

3
0 

លលបឿ

ន ( )mi
h   

1
7 

2
1 

2
4 

2
9 

3
2 

3
1 

2
8 

 ( ) 

  



  

 

 174  

 

រយៈ

លពល ( )s   

0 5 1
0 

1
5 

2
0 

2
5 

3
0 

លលបឿ

ន ( )ft
s   

2
5 

3
1 

3
5 

4
3 

4
7 

4
6 

4
1 

      ែាំ  ងលពល 5វនិារើដាំបូងលលបឿនមិ្នផ្លល ស់បតូ រទាល់កតលសាះ ដូលចនះលយើងអចបា ន់សាម នចមា យ
លធ្វើដាំល ើ រែន ងែាំ  ងលពលលនាះលោយសនមតលលបឿនលថរ។ ទ្បសិនលបើយែលលបឿនែន ងែាំ  ងលពលចលនាល ះ
លលបឿនដាំបូង 25

ft
s

 លនាះលយើងររ៊ួលបានតនម្លទ្បក លននចមា យលធ្វើដាំល ើ រែាំ  ងលពល 5វនិារើ៖ 

   25 5 125
ft

s ft
s
 =  

     ទ្សលដៀងគន កដរែាំ  ងចលនាល ះលលើែរើពើរលលបឿនទ្បក លជាមិ្នកទ្បទ្បួលលរ ល ើយលយើងយែ
លលបឿនលពល 5t s=  ។ ការបា ន់សាម នចមា យលធ្វើដាំល ើ រពើ 5t s=  លៅ 10t s=  គឺ 

   31 5 155
ft

s ft
s
 =   

     ទ្បសិនលបើលយើងលធ្វើការបា ន់សាម នទ្សលដៀងគន ចលនាល ះលពលដ៏នរលរៀត លយើងររ៊ួលបានការបា ន់
សាម នចមា យចរសរ បគឺ 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )25 5 31 5 35 5 43 5 47 5 46 5 1135 ft +  +  +  +  +  =   
     លយើងអចលទ្បើទ្បាស់លលបឿនលពលបញ្ច ប់ែន ងែាំ  ងលពលនើម្៊ួយៗជាំន៊ួសលលបឿនលពលចាប់លផតើម្ជា

ផលបូែលលបឿនលថរ។ ដូលចនះការបា ន់សាម នគឺ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 5 35 5 43 5 47 5 46 5 41 5 1215 ft +  +  +  +  +  =   
     ទ្បសិនលបើលយើងចង់បានការបា ន់សាម នកាន់កតទ្តឹម្ទ្តូវ លយើងអចយែការបែទ្សាយលលបឿនលរៀង

រាល់ 2វនិារើ រទឺ្គប់វនិារើ។ 
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    ទ្បក លជាការគ នាែន ងឧទា រ ៍រើ4 រ ាំលឹែអនែពើផលបូែកដលលយើងលទ្បើទ្បាស់ពើម្ នលដើម្បើ

បា ន់សាម ននផទទ្ែឡា។ ភាពទ្សលដៀងគន ទ្តូវាបានពនយល់លពលលយើងគូសទ្កាបទ្ ងអន គម្ន៍លលបឿនននឡាន
ែន ងរូបរើ17 ល ើយគូរចត លកា កែងកដលែម្ពស់ជាលលបឿនដាំបូងសទ្មប់ចលនាល ះលពលនើម្៊ួយៗ។ នផទទ្ែឡានន
ចត លកា កែងដាំបូងគឺ 25 5 125 =  កដលជាការបា ន់សាម នរបស់លយើងសទ្មប់ចមា យចរែន ង  រយៈលពល 5វ ិ
នារើផងកដរ។ ពិតណាស់នផទទ្ែឡាននចត លកា កែងនើម្៊ួយៗអចបែទ្សាយជាចមា យ លទ្ ះែម្ពស់
តាំណាងលអយលលបឿន ល ើយររឹងតាំណាងរយៈលពល។ ផលបូែនននផទទ្ែឡាននចត លកា កែងែន ងរូបរើ17គឺ

6 1135L =  កដលលជាការបា ន់សាម នដាំបូងសទ្មប់ចមា យចរសរ ប។ 

      ជារូលៅឧបមថ្នវតេ ផ្លល ស់រើលោយលលបឿន ( )v f t=  កដល a t b   និង ( ) 0f t   (ដូលចនះវតេ 
កតងកតផ្លល ស់រើាម្រិសលៅវជិាមន(។ លយើងយែលលបឿនម្ែបែទ្សាយលពល ( ) ( )0 1 2, , ,..., nt a t t t b= =  
ដូលចនះការបា ន់សាម នលលបឿនមិ្នកទ្បទ្បួលលរលៅចលនាល ះរងនើម្៊ួយៗ។ ទ្បសិនលបើរយៈលពលលៅចលនាល ះនើម្៊ួយលសមើ
គន  លនាះរយៈលពលចលនាល ះតលរៀតាងលោយ ( )b a

t
n

−
 =  ។ ែាំ  ងចលនាល ះលពលដាំបូងលលបឿនកដលបា ន់

សាម នគឺ ( )0f t  ល ើយចមា យចរទ្បក ល ( )0f t t  ។ ទ្សលដៀងគន កដរ ចមា យចរែាំ  ងលពលលលើែរើ2 
ចលនាល ះរងទ្បក ល ( )1f t t  ល ើយចមា យចរសរ បែាំ  ងចលនាល ះលពល ,a b  ទ្បក ល 

  
( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1

1

...
n

n i

i

f t t f t t f t t f t t− −

=

 +  + +  = 
  

      ទ្បសិនលបើលយើងលទ្បើទ្បាស់លលបឿនចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំជាំន៊ួសលអយចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងល វ្ង
លនាះការបា ន់សាម នចមា យចរសរ បរបស់លយើងកាល យជា 
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( ) ( ) ( ) ( )1 2

1

...
n

n i

i

f t t f t t f t t f t t
=

 +  + +  = 
  

    លយើងវាស់លលបឿនកាន់កតញឹែញាប់ ការបា ន់សាម នរបស់លយើងកាន់កតទ្តឹម្ទ្តូវ ដូលចនះវាហាែ់ដូចជា
អចលជឿរ ែចិតតបានថ្នចមា យពិតទ្បាែដ d  លធ្វើដាំល ើ រជា lim  ននែលនាម្ 

  
( ) ( )1

1 1

lim lim
n n

i i
n n

i i

d f t t f t t−
→ →

= =

=  =  
 ។ 

   លយើងនឹងលឃើញែន ងចាំ  ច5.4កដលលនះជាការពិត 

       លទ្ ះសម្ើការ5មនរទ្ម្ង់ជាែលនាម្នផទទ្ែឡា ែន ងសម្ើការ2 និង3 វាលធ្វើាម្ចមា យចរលសមើនឹង
នផទទ្ែឡាលទ្កាម្ទ្កាបននអន គម្ន៍លលបឿន។ ែន ងលម្លរៀនរើ6 លយើងនឹងលឃើញពើបរមិ ចាំណាប់អរម្ម ៍ដ៏នរ
លរៀតែន ងធ្ម្មជាតិ និងវរិាសាង្គ្សតសងាម្ ។ 

 លាំហាត់ 

 1. (a) បែទ្សាយតនម្លននទ្កាប f  កដលលអយ លទ្បើទ្បាស់ចត លកា កែងលដើម្បើរែការបា ន់សាម ន
កផនែខាងលទ្កាម្ និងកផនែខាងលលើ ចាំល ះនផទទ្ែឡាខាងលទ្កាម្ទ្កាប f  ពើ 0x =  លៅ 8x =  ។ បរហ ញរូបចត 
លកា ននម្៊ួយៗកដលអនែលទ្បើ។ 

    (b) រែការបា ន់សាម នថមើលោយលទ្បើទ្បាស់ចត លកា កែង 8  ែន ងែរ ើ នើម្៊ួយៗ។ 

 
2. (a) លទ្បើទ្បាស់ចត លកា កែងចាំន៊ួន 6 កសវងរែការបា ន់សាម នននទ្បលភរនើម្៊ួយៗចាំល ះកផនែខាង

លទ្កាម្នផទទ្ែឡាកដលលអយលោយទ្កាប f  ពើ 0x =  លៅ 12x =  ។ 
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            ( )i   6L ( ចាំ  ចគាំរូលៅចាំ  ចច ងខាងល វ្ង( 

 ( ) 6ii R  (ចាំ  ចគទ្មូ្លៅចាំ  ចច ងខាងសាត ាំ( 

 ( ) 6iii M  (ចាំ  ចគទ្មូ្លៅចាំ  ចែណាត ល( 

     (b)លតើ 6L  លទ្កាម្ការបា ន់សាម ន ឫ លលើការបា ន់សាម ននននផទទ្ែឡាពិត? 

(c)លតើ 6R  លទ្កាម្ការបា ន់សាម ន ឫ លលើការបា ន់សាម ននននផទទ្ែឡាពិត? 

      (d)លតើតនម្លលលខ្ណាម្៊ួយ 6 6 6, ,L R M  កដលលអយតនម្លបា ន់សាម នល អបាំផ ត? ចូរពនយល់។ 

 
3. (a) ការបា ន់សាម ននផទលទ្កាម្ទ្កាប ( ) cosf x x=  ពើ 0x =  លៅ

2
x


=  លទ្បើទ្បាស់ការបា ន់សាម ន

ចត លកា កែងចាំន៊ួនប៊ួន និងចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំ។ គូសទ្កាបល ើយនឹងចត លកា កែង។ លតើការបា ន់
សាម នរបស់អនែលៅលទ្កាម្ការបា ន់សាម នរលឺលើការបា ន់សាម ន? 

   (b) ាម្ចាំ  ច(a) លទ្បើទ្បាស់ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងល វ្ង។ 

4. (a) បា ន់សាម ននផទទ្ែឡាលទ្កាម្ទ្កាប ( )f x x=  ពើ 0x =  លៅ 4x =  លោយលទ្បើទ្បាស់ការបា ន់
សាម នចត លកា កែង និងចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំ។ គូសទ្កាបល ើយនឹងចត លកា កែង។លតើការបា ន់សាម ន
របស់អនែលៅលទ្កាម្ការបា ន់សាម នរលឺលើការបា ន់សាម ន? 

    (b)ាម្ចាំ  ច(a) លទ្បើទ្បាស់ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងល វ្ង។ 
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5. (a) បា ន់សាម ននផទទ្ែឡាលទ្កាម្ទ្កាប ( ) 21f x x= +  ពើ 1x = −  លៅ 2x =  លទ្បើទ្បាស់ចត លកា 
កែងបើ និងចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំ។ បនាទ ប់ម្ែបរហ ញការបា ន់សាម នរបស់អនែលោយលទ្បើចត លកា កែង6។ 
គូសកខ្សលកាងល ើយនឹងចត លកា កដលបា ន់សាម ន។ 

    (b)ាម្ចាំ  ច(a) លទ្បើទ្បាស់ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងល វ្ង។ 

    (c)ាម្ចាំ  ច(a) លទ្បើទ្បាស់ចាំ  ចែណាត ល។ 

    (d)ពើការបរហ ញរូបភាពរបស់អនែែន ងកផនែ ( ) ( )a c−  លតើណាម្៊ួយកដលហាែ់ដូចជាការបា ន់សាម ន
ល អបាំផ ត? 

6. (a) ទ្កាបននអន គម្ន៍ 

 ( ) ( )2ln ,1 5f x x x x= −     
    (b)បា ន់សាម ននផទទ្ែឡាលទ្កាម្ទ្កាប f  លទ្បើទ្បាស់ការបា ន់សាម នចត លកា កែងចាំន៊ួនប៊ួន ល ើយ

យែចាំ  ចគទ្មូ្ 

  ( )i  ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំ ( )ii ចាំ  ចែណាត ល។ ែន ងែរ ើ នើម្៊ួយៗគូសកខ្សលកាង និង
ចត លកា កែង។ 

(c) លធ្វើលអយការបា ន់សាម នរបស់អនែែន ងកផនែ(b) កាន់កតទ្បលសើរល ើងលោយលទ្បើទ្បាស់ចត 
លកា កែងចាំន៊ួន8។ 

7. វាយតនម្លផលបូែខាងលលើ និងខាងលទ្កាម្ចាំល ះ ( ) ( )2 sin ,0f x x x = +    លោយ 2,4,n =  
និង 8  ។ បរហ ញជាម្៊ួយដាទ្កាម្ដូចែន ងរូបរើ14។ 

8. វាយតនម្លផលបូែខាងលលើ និងខាងលទ្កាម្ចាំល ះ ( ) 21 , 1 1f x x x= + −    លោយ 3n =  និង 4  
។បរហ ញជាម្៊ួយដាទ្កាម្ដូចែន ងរូបរើ14។ 

9-10. ជាម្៊ួយនិងែម្មវធិ្ើគ នា(រែឺ ាំពយូរ័រ(។ វាអចវាយតនម្លែលនាម្សទ្មប់ផលបូែនផទទ្ែឡាចត 
លកា កែងកដលបា ន់សាម ន សូម្បើកតតនម្លធ្ាំ n  (using looping),(On a TI use the Is> command or 
a For-EndFor loop,on a Casio use Isz ,on an HP or in BASIC use a FOR-NEXT loop)។ 
គ នាផលបូែនផទទ្ែឡាចត លកា កែងកដលបា ន់សាម នលទ្បើទ្បាស់ចលនាល ះរងលសមើៗគន  និងចាំ  ចបញ្ច ប់ខាង
សាត ាំចាំល ះ 10,30,50n =  និង100  ។ បនាទ ប់ម្ែបា ន់សាម នតនម្លនននផទទ្ែឡាពិតទ្បាែដ។ 
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    9.តាំបន់លទ្កាម្ 4y x=  ពើ 0  លៅ1  

   10.តាំបន់លទ្កាម្ cosy x=  ពើ 0  លៅ
2

   

11.ការគ នាាម្ទ្បពនធ័ពើជគ ិតម្៊ួយចាំន៊ួន 

    (a) ទ្បសិនលបើ ( ) ln ,1 4f x x x=    លទ្បើទ្បាស់ commends discussed ែន ងលាំហាត់រើ11
លដើម្បើកសវងរែផលបូនល វ្ង និងផលបូែសាត ាំចាំល ះ 10,30n =  និង 50  ។ 

    (b) បរហ ញលោយទ្កាបនូវចត លកា កែងែន ងកផនែ(a) 

    (c) បរហ ញកផនែខាងលទ្កាម្នននផទទ្ែឡាពិតទ្បាែដ f  ោតសនធឹងចលនាល ះ 2.50  និង 2.59  ។ 

13. លលបឿនអនែរត់លែើនល ើងជាលាំោប់ែាំ  ងលពលបើវនិារើដាំបូងននការទ្បណាាំង។ លលបឿនរបស់នាង
លៅចលនាល ះលពល ែ់ែណាត លវនិារើទ្តូវបានផតល់លអយដូចែន ងារាង។ រែការបា ន់សាម នលលើ និងបា ន់សាម ន
លទ្កាម្ចាំល ះចមា យកដលនាងលធ្វើដាំល ើ រែាំ  ងលពលបើវនិារើ។ 

( )t s   0   0
.5 

1.
0 

1.
5 

2.
0 

2.
5 

3.
0 

( )ft
v

s   0   6
.2 

1
0.8 

1
4.9 

1
8.1 

1
9.4 

2
0.2 

 

14. ឧបែរ ៍វាស់លលបឿនបានបែទ្សាយពើលលបឿនម្ ូតូលៅចលនាល ះលពល12s  ទ្តូវបានផតល់លអយដូច
ែន ងារាង។ 

   (a) បា ន់សាម នចមា យលធ្វើដាំល ើ រលោយម្ ូតូលៅែាំ  ងលពលលនះលោយលទ្បើលលបឿនលៅខាងលដើម្
ចលនាល ះលពល។ 

   (b) ផតល់ការបា ន់សាម នដនរលរៀតលោយលទ្បើទ្បាស់លលបឿនលៅែន ងែាំ  ងលពលបញ្ច ប់។ 

   (c) លតើការបា ន់សាម នរបស់អនែែន ងកផនែ(a) និង(b)ជាការបា ន់សាម នលលើ និងលទ្កាម្រលឺរ? ចូរ
ពនយល់ 
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( )t s   0 12 24 36 48 60 

( )ft
v

s   
30 28 25 22 24 27 

 

15. លទ្បងលលចធាល យលចញពើធ្ ងែន ងអទ្ាម្៊ួយ ( )r t  លើទ្តែន ងម្៊ួយលម ង។ ចាំន៊ួនលនះលែើនល ើងលៅ
លពលលពលលវោែនលងផ តលៅល ើយតនម្លននអទ្ាលៅចលនាល ះលពលលនាះទ្តូវបានបរហ ញែន ងារាង។ រែការ
បា ន់សាម នទាប និងខ្ពស់ចាំល ះបរមិ លទ្បងសរ បកដលលលចលចញម្ែ។ 

( )t h   0 2 4 6 8 10 

( )( )Lr t
h   

8.
7 

7.
6 

6.
8 

6.
2 

5.
7 

5.
3 

 

16.លពលកដលលយើងបា ន់សាម នចមា យពើរិននន័យលលបឿន លពលខ្លះវាចា ាំបាច់ណាស់លដើម្បើលទ្បើរយៈ
លពល 0 1 2 3, , , ,...t t t t  កដលមិ្នលៅចលនាល ះលពលលសមើគន លរ។ លយើងលៅកតអចបា ន់សាម នចមា យលោយលទ្បើទ្បាស់
ែាំ  ងលពល 1i i it t t − = −  ។ ឧទា រ ៍លៅនថារើ7 កខ្ឧសភា ឆ្ន ាំ1992 ោនអវកាសEndeavourទ្តូវបាន
ោែ់លអយដាំល ើ រការលៅលលើលបសែែម្ម STS-49 លគលបាំ ងតាំល ើងម្ ូរ័រ Perigee kick ថមើលៅែន ងផ្លក យ
រ បគម្នាគម្ន៍។ ារាងកដលផតល់លោយអងាការណាសាផតល់រិននន័យលលបឿនចាំល ះការលហាះល ើររវាង
ការច ះចត និងការធាល ែ់ច ះននទ្គប់រ   កែកត។ លទ្បើរិននន័យទា ាំងលនះលដើម្បើបា ន់សាម នែម្ពស់ខាងលលើនផទកផនដើនន 
Endeavour លៅ 62វនិារើបនាទ ប់ពើច ះចត។ 

ទ្ពឹតតិការ ៍ រយៈលពល លលបឿន

( )ft
s   

  លបើែដាំល ើ ការ 

   Begin roll maneuver 

0 

10 

0 

185 
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   End roll maneuver 

   បិរលបើែ 80%   

   បិរលបើែ 67%   

   បិរលបើែ104%   

   Maximum dynamic pressure 

   Sulid rocket booster separation 

15 

20 

32 

59 

62 

125 

319 

447 

742 

1325 

1445 

4151 

 

17. ទ្កាបលលបឿនននង្គ្ហាវ ាំងឡានទ្តូវបានបរហ ញ។ លទ្បើទ្បាស់វាលដើម្បើបា ន់សាម នចមា យលធ្វើដាំល ើ រ
លោយឡានខ្ ៈលពលង្គ្ហាវ ាំងទ្តូវបានអន វតត។ 

 
18. ទ្កាបលលបឿនននឡានបលងកើនលលបឿនពើលពលឈប់សទ្មែលៅលលបឿន120km

h
 ែន ងែាំ  ងលពល 

30វនិារើទ្តូវបានបរហ ញ។ ចូរបា ន់សាម នចមា យលធ្វើដាំល ើ រែាំ  ងលពលលនាះ។ 
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19-21. លទ្បើនិយម្ន័យរើ2លដើម្បើរែែលនាម្នផទទ្ែឡាលទ្កាម្ទ្កាប f  ជាលើម្ើត។ មិ្នបាច់គ នា
តនម្លននលើម្ើតលរ។ 

19.
( ) 2

2
,1 3

1

x
f x x

x
=  

+   

20. ( ) 2 1 2 , 4 7f x x x x= + +     

21. ( ) sin ,0f x x x =     

22-23. ែាំ ត់តាំបន់ម្៊ួយកដលមននផទទ្ែឡាលសមើនឹងលើម្ើតកដលលអយ។ លោយមិ្នបាច់គ នា       
លើម្ើត។ 

22.

10

1 1

2 2
lim 5 .lim tan

4 4

n n

n n
i i

i i

n n n n

 

→ →
= =

 
+ 

 
 23

  

.24  (a) លទ្បើនិយម្ន័យរើ2 លដើម្បើកសវងរែនផទលទ្កាម្កខ្សលកាង ( ) 3f x x=  ពើ 0  លៅ1 ជាលើម្ើត។ 

      (b)ាម្រូបម្នតផលបូែគ៊ួបចាំន៊ួនគត់ពើត៊ួដាំបូងដល់ត៊ួរើ n  បានបរហ ញែន ងឧបសម្ពនធ័E ។ លទ្បើវា
លដើម្បើវាយតនម្លលើម្ើតែន ងកផនែ(a)។ 

   
( )

2

3 3 3 3
1

1 2 3 ...
2

n n
n

+ 
+ + + + =  

   
.25  ាង A  ជានផទទ្ែឡាលទ្កាម្ទ្កាបននអន គម្ន៍លែើន f  ពើ a  លៅ b  ល ើយាង nL  និង nR  ជាការ

បា ន់សាម ន A  ជាម្៊ួយចលនាល ះរង n  លោយលទ្បើទ្បាស់ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងល វ្ង និងខាងសាត ាំលរៀងៗគន ។ 

(a) លតើ , nA L  និង nR  មនរាំនាែ់រាំនងគន ដូចលម្តច? 
(b) បរហ ញថ្ន 

( ) ( )n n

b a
R L f b f a

n

−
− = −     

បនាទ ប់ម្ែគូសដាទ្កាម្លដើម្បើបរហ ញសម្ើការលនះលោយបរហ ញថ្នចត លកា កែង n  តាំណាង
n nR L−  អចទ្តូវបានផត ាំល ើងវញិពើចត លកា កែងកតម្៊ួយកដលនផទរបស់វាសេិតលៅខាងសាត ាំ        សម្ើការ ។ 

(c) សននិោា នថ្ន 
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( ) ( )n

b a
R A f b f a

n

−
−  −     

26. ទ្បសិនលបើ A  ជានផទលទ្កាម្កខ្សលកាង xy e=  ពើ1 លៅ 3  លទ្បើឧទា រ ៍រើ 25 កសវងរែតនម្ល n  
កដល 0.0001nR A−   ។ 

27. (a) បរហ ញថ្ននផទទ្ែឡាលទ្កាម្កខ្សលកាង 5y x=  ពើ 0  លៅ 2  ជាលើម្ើត។ 

     (b) លទ្បើទ្បាស់ទ្បពនធ័ពើជគ ិតែ ាំពយូរ័រលដើម្បើកសវងរែផលបូែែលនាម្ពើកផនែ(a) ។ 

     (c) វាយតនម្លលើម្ើតែន ងកផនែ(a) 

28. រែនផទទ្ែឡាពិតទ្បាែដននតាំបន់លទ្កាម្ទ្កាបនន xy e−=  ពើ 0  លៅ 2  លទ្បើទ្បាស់ទ្បពនធ័ពើជគ ិត
ែ ាំពយូរ័រលដើម្បើកសវងរែផលបូែែលនាម្ ល ើយបនាទ ប់ម្ែលើម្ើតែន ងឧទា រ ៍ 3(a)។ លទ្បៀបលធ្ៀបចលម្លើយ
របស់អនែជាម្៊ួយការបា ន់សាម នកដលររ៊ួលបានែន ងឧទា រ ៍ 3(b)។ 

29. រែនផទទ្ែឡាពិតទ្បាែដលទ្កាម្អែសែូ័ស ើន ស cosy x=  ពើ 0x =  លៅ x b=  កដល 0
2

b


 

(លទ្បើទ្បពនធ័ពើជគ ិតែ ាំពយូរ័រទា ាំងតនម្លផលបូែ និង គ នាលើម្ើត( ។ ជារូលៅលតើនផទទ្ែឡាជាអវើទ្បសិនលបើ
 ?

2
b


=   

30. (a)ាង nA  ជានផទទ្ែឡាព  លកា កដលមន n  ទ្ជុងលសមើគន ចារែឹែន ងរងវង់កា ាំ r  ។ លោយកចែ
ព  លកា ជា n  ទ្តើលកា ប  នៗគន ជាម្៊ួយែនលះម្ ាំ 2

n

  ។ បរហ ញថ្ន 

  
21 2
sin

2
nA nr

n

 
=  

    
(b)បរហ ញថ្ន 2lim n

n
A r

→
=  [ជាំន៊ួយ៖ លទ្បើសម្ើការ 3.3.2] 

5.2 អ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ 

 លយើងលឃើញថ្នែន ងកផនែ 5.1លើម្ើតមនរទ្ម្ង់ 

  1 
( ) ( ) ( ) ( )1 2

1

lim lim ...
n

i n
n n

i

f x x f x x f x x f x x   

→ →
=

  =  +  + + 
 
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 លែើតល ើងលពលកដលលយើងគ នានផទទ្ែឡាតាំបន់ម្៊ួយ។ លយើងែ៏លឃើញថ្នវាលែើតល ើងលពល
កដលលយើងពាោម្កសវងរែចមា យចរលោយវតេ ។ វាបរហ ញថ្នទ្បលភរននលើម្ើតដូចគន លនះលែើតល ើងែន ង
សាេ នភាពជាលទ្ចើន សូម្បើកតលៅលពលកដល f  (is not necessarily a positive function)។ ែន ងជាំពូែរើ6 
និង8 លយើងនឹងលឃើញថ្នលើម្ើតមនរទ្ម្ង់ 1 កដលលែើតល ើងែន ងការកសវងរែទ្បកវងននកខ្សលកាង  បរមិ នន
អងាធាត រងឹ  ផចិតននម ស (force due to water pressure) ល ើយនឹងែម្មនត ែ៏ដូចជាបរមិ ដ៏នរលរៀត។ 
ដូលចនះលយើងលអយលឈាម ះពិលសសម្៊ួយននលើម្ើតលនះ និងែាំ ត់។ 

2. និយម្ន័យអ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ ៖ ទ្បសិនលបើ f  ជាអន គម្ន៍ែាំ ត់ចាំល ះ ,a x b   លយើងកចែ
ជាចលនាល ះ ,a b ជា n ចលនាល ះរងកដលមនររឹងលសមើៗគន ( )b a

x
n

−
 =  ។ លយើងាង

( ) ( )1 2, , ,...,o nx a x x x b= =  ជាចាំ  ចបញ្ច ប់ននចលនាល ះរងទា ាំងលនាះ ល ើយលយើងាង 1 2, ,.., nx x x    ជា 
Sample point ែន ងចលនាល ះរងទា ាំងលនះ ដូលចនះ ix   សេិតែន ងចលនាល ះរងរើ i  1,i ix x−  ។ ដូចលនះ អ ាំងលតទ្កាល

ែាំ ត់នន f  ពើ a  លៅ b  គឺ    ( ) ( )
1

lim
nb

i
a n

i

f x dx f x x

→
=

=                                                                                                                  

កចែលើម្ើតកដលមនលនះល ើយផតល់តនម្លកតម្៊ួយចាំល ះទ្គប់ជលទ្ម្ើសកដលអចលធ្វើលៅបាននន Sample point 
ទ្បសិនលបើវាមនតនម្លលយើងអចនិោយបានថ្ន f  មនអ ាំងលតទ្កាលលលើចលនាល ះ ,a b  ។ 

   អតេន័យចាស់ោស់ននលើម្ើតកដលែាំ ត់ែន ងអ ាំងលតទ្កាលគឺ 

  ទ្គប់តនម្ល 0   មនចាំន៊ួនគត់ N  កដល 

        
( ) ( )

1

nb

i
a

i

f x dx f x x 

=

−  
  

  ទ្គប់ចាំន៊ួនគត់ n N  ល ើយទ្គប់តនម្លនន ix   ែន ង 1,i ix x−   

      ចាំណាាំ1 និមិ្តតសញ្ញ    ទ្តូវបានបលងកើតលោយ Leibnis ល ើយោែ់លឈាម ះវាថ្ន សញ្ញ អ ាំងលត
ទ្កាល(integral sign)។ (it is an elongate S) ល ើយវាទ្តូវបានលទ្ជើសលរ ើសលទ្ ះអ ាំងលតទ្កាលជាផល
បូែលើម្ើត។ ែន ងការែាំ ត់ ( ) ( ),

b

a
f x dx f x  លៅថ្ន integrand ល ើយ a  និង b  លៅថ្នកដនែាំ ត់នន

អ ាំងលតទ្កាល(limits of integration) a  ជា លើម្ើតលទ្កាម្(lower limit) និង b  ជា លើម្ើតលលើ(upper 
limit) ។ បចច បបនននិមិ្តតសញ្ញ dx  មិ្នមនអតេន័យផ្លទ ល់ខ្ល៊ួ នលនាះលរ៖ ( )

b

a
f x dx  ជានិមិ្តតសញ្ញ ម្៊ួយ។ dx  

ទ្គន់កតបរហ ញថ្នជាអលថរឯែរាជយនន x  ។ នើតិវធិ្ើននការគ នាអ ាំងលតទ្កាលលៅថ្ន integration 
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     ចាំណាាំ2 អ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ ( )
b

a
f x dx  ជាចាំន៊ួន វាមិ្នអទ្ស័យលលើ x  លរ។ ពិតណាស់លយើង

អចលទ្បើអែសរម្៊ួយចាំន៊ួនលរៀតលៅែកនល x  លោយមិ្នកទ្បទ្បួលតនម្លអ ាំងលតទ្កាលល ើយ៖ 

  ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x dx f t dt f r dr= =     

   ចាំណាាំ3 ៖ ផលបូែ 

  
( )

1

n

i

i

f x x

=


  

លរម ន(Riemann) 

Bernhard Riemann បានររ៊ួលសញ្ញ បទ្ត័ប ាិ តរបស់គត់។ លទ្កាម្ការដឹែនា ាំរបស់Gauss លៅ
ឯសែលវរិាល័យនន Gottingen ល ើយលៅរើលនះលដើម្បើបលទ្ងៀនGauss មិ្នលអយមនរមល ប់សរលសើរ។ គ
 ិតវរូិដនរលរៀតបាននិោយពើការនចនទ្បឌិ្តសែម្មគ ិតគ ិតវរិាពិតទ្បាែដរបស់លរ  ម 
ន……………… 

       លនាះលែើតល ើងែន ងនិយម្ន័យ2កដលលអយលឈាម ះថ្ន ផលបូែលរ  ម ន( Riemann sum ( 
បនាទ ប់ពើគ ិតវរូិជនជាតិអ មឺ្ ង់ Bernhard Riemann (1826-1866)។ ដូលចនះនិយម្ន័យរើ2និោយ
ថ្ន អ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ ននអន គម្ន៍អ ាំងលតទ្កាលម្៊ួយអចបា ន់សាម នែនងែទ្មិ្តណាម្៊ួយកដលទ្តឹម្ទ្តូវ
លោយ ផលបូែលរ  ម ន។  

      លយើងដឹងល ើយថ្នទ្បសិនលបើ f  វជិាមនលនាះផលបូែលរ  ម នអចបែទ្សាយជាផលបូែនផទ
ទ្ែឡាននការបា ន់សាម នចត លកា កែង(លម្ើលរូបរើ1)។ លោយលទ្បៀបលធ្ៀបនិយម្ន័យ2ជាម្៊ួយនិងនិយម្
ន័យនននផទទ្ែឡាែន ងកផនែ5.1 លយើងលឃើញថ្នអ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ ( )

b

a
f x dx  អចបែទ្សាយថ្នជានផទ

ទ្ែឡាលទ្កាម្កខ្សលកាង ( )y f x=  ពើ a  លៅ b  ។(លម្ើលរូបរើ2(។ 
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 រូបរើ1(FIGURE 1) ទ្បសិនលបើ ( ) 0f x   លនាះផលបូែលរ  ម នគឺ ( )if x x   ជាផលបូែ
នផទទ្ែឡាចត លកា កែង។ 

 រូបរើ2(FIGURE 2) អ ាំងលតទ្កាល ( )
b

a
f x dx  ជានផទទ្ែឡាខាងលទ្កាម្កខ្សលកាង ( )y f x=  

ពើ a  លៅ b   

 

 

 ទ្បសិនលបើ f  មនតនម្លទា ាំងវជិាមន និងអវជិាមនដូចែន ងរូបរើ3 លនាះផលបូែលរ  ម នជាផល
បូែនផទទ្ែឡាចត លកា កែងកដលលៅពើលលើអែសអប់ស ើស និងផលដែនផទទ្ែឡាកដលលៅលទ្កាអែសអ័ប់ស ើស
(នផទទ្ែឡាចត លកា ព ៌ា លខ្ៀវដែនិងនផទទ្ែឡាចត លកា ព ៌ា មស( 

  លពលកដលលយើងយែ(limit of such) ផលបូែលរ  ម ន លយើងររ៊ួលបានដាំលណាះទ្សាយដូច
បរហ ញែន ងរូបរើ4។ អ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ម្៊ួយអចបែទ្សាយជា net area ,this is, a difference of area
៖ 

    ( ) 1 2

b

a
f x dx A A= −    

កដល 1A ជានផទទ្ែឡាកផនែខាងលលើអែសអ័ប់ស ើសល ើយលទ្កាម្ទ្កាប f  និង 2A  ជានផទខាងលទ្កាម្អែស ័
អប់ស ើសល ើយលលើទ្កាប f  ។ 
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     ចាំណាាំ4 លទាះបើជាលយើងែាំ ត់ ( )

b

a
f x dx  លោយកចែ ,a b  ជាចលនាល ះរងកដលមនររឹងលសមើៗ

គន  (there are situation in which it is advantageous to work ជាម្៊ួយចលនាល ះរងកដលមនររឹងមិ្ន
លសមើគន ។ ជាឧទា រ ៍ែន ងលាំហាត់រើ16 កផនែ5.1 NASA បានផតល់រិននន័យលលបឿនលៅចលនាល ះលពលមិ្នលសមើគន  
ប  កនតលយើងលៅកតអចបា ន់សាម នចមា យចរបាន។ ល ើយមនវធិ្ើសាង្គ្សតសទ្មប់បញ្ចូ លលលខ្កដលមន
ទ្បលោជន៍ចាំល ះចលនាល ះរងមិ្នលសមើគន ។ 

     ទ្បសិនលបើចលនាល ះរងមនររឹង 1 2, ,..., nx x x    លយើងទ្តូវលធ្វើលអយទ្បាែដថ្នររឹងទា ាំងលនាះ
ខិ្តជិត 0  ែន ងលើម្ើត។ ែរ ើ លនះលែើតល ើងទ្បសិនលបើររឹងមនតនម្លធ្ាំបាំផ ត អតិបរម ix  ខិ្តជិត 0 ។ 
ដូលចនះែន ងែរ ើ លនះនិយម្ន័យននអ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់កាល យជា៖ 

    
( ) ( )

max 0
1

lim
i

nb

i i
a x

i

f x dx f x x

 →
=

=   
   ចាំណាាំ5  លយើងែាំ ត់អ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ចាំល ះអន គម្ន៍បាន ប  កនតមិ្នកម្នទ្គប់អន គម្ន៍

ស រធកតអចលធ្វើបានលនាះលរ(លម្ើលលាំហាត់រើ 69-70(។ ាម្ទ្រឹសតើបរបានបរហ ញថ្នអន គម្ន៍កដលលែើត
ល ើងជារូលៅបាំផ តលៅែន ង(fact integrable)។ ទ្រឹសតើលនះទ្តូវបានបរហ ញែន ងវគាសិែាែទ្មិ្តខ្ពស់។ 

3. ទ្រឹសតើបរ ទ្បសិនលបើ f  ជាប់  ,a b រទឺ្បសិនលបើ f  (has only a finite number of jump 
discontinuities) ដូលចនះ f  (is integrable) លលើ ,a b  លនាះអ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់គឺ ( )

b

a
f x dx  ។ 

 ទ្បសិនលបើ f  is integrable លលើ ,a b  ដូលចនះលើម្ើតែន ងនិយម្ន័យ2 មនល ើយនឹងផតល់
តនម្លដូចគន លយើងលទ្ជើសលរ ើសចាំ  ចគទ្មូ្ ix   ។ លដើម្បើលធ្វើលអយការគ នាអ ាំងលតទ្កាលកាន់កតរយទ្សួល 
ជាលរឿយៗលយើងយែចាំ  ចគទ្មូ្ជាចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំ។ ដូលចនះ i ix x =  និង និយម្ន័យអ ាំងលតទ្កាល
ម្៊ួយកដលមនលែខ ៈសាម្ញ្ញដូចខាងលទ្កាម្៖ 
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 4. ទ្រឹសតើបរ ទ្បសិនលបើ f  is integrable លលើ ,a b   ដូលចនះ 

( ) ( )
1

lim
nb

i
a n

i

f x dx f x x
→

=

=    
   កដល         b a

x
n

−
 =    និង ix a i x= +   

 

 ឧទា រ ៍1  បរហ ញថ្ន 

( )3

1

lim sin
n

i i i
n

i

x x x x
→

=

+ 
  

 ជាអ ាំងលតទ្កាលលលើចលនាល ះ 0,  ។ 

   ដាំលណាះទ្សាយ លទ្បៀបលធ្ៀបលើម្ើតកដលលអយជាម្៊ួយលើម្ើតែន ងទ្រឹសតើបររើ4  លយើងលឃើញថ្ននឹង
ដូចគន ទ្បសិនលបើលយើងលទ្ជើសលរ ើស ( ) 3 sinf x x x x= +  ។ លយើងលអយ 0a = និង b =  ដូលចនះាម្ទ្រឹសតើបរ
រើ4លយើងបាន 

( ) ( )3 3

0
1

lim sin sin
n

i i i
n

i

x x x x x x x dx


→
=

+  = +    
    លទ្កាយម្ែលពលកដលលយើងអន វតតអ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់(to physical situations) វានឹងមន

សារសាំខាន់លដើម្បើររ៊ួលសាា ល់ផលបូែលើម្ើតជាអ ាំងលតទ្កាល ដូចកដលព៊ួែលយើងបានលធ្វើែន ងឧទា រ ៍រើ1
។ លពលកដល Leibniz លទ្ជើសលរ ើសការែាំ ត់សទ្មប់អ ាំងលតទ្កាល គត់លទ្ជើសលរ ើស (ingredient as 
reminder) ជាដាំល ើ រការលើម្ើត។ ជារូលៅគត់សរលសរ 

( ) ( )
1

lim
n b

i
an

i

f x x f x dx

→
=

 =    
   លយើងជាំន៊ួស lim  លោយ   ix   លោយ x  ល ើយនឹង x  លោយ dx   

តនម្លអ ាំងលតទ្កាល 

   លពលកដលលយើងលទ្បើទ្បាស់លើម្ើតលដើម្បើរែតនម្លអ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ លយើងទ្តូវដឹងពើវធិ្ើលដើម្បើ
ដាំល ើ រការផលបូែ។  សម្ើការបើខាងលទ្កាម្លនះផតល់រូបម្នតផលបូែសវ័យគ  ននចាំន៊ួនគត់វជិាមន។ សម្ើ
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ការ5 ទ្បក លជាអនែធាល ប់សាា ល់ែន ងការគ នា។ សម្ើការ6 និង7 ទ្តូវបានពិភាែាែន ងកផនែ 5.1 ល ើយនឹង
បរហ ញែន ងឧបបសម្ពនធ ័E។  

( )

( )( )

( )

1

2

1

2

3

1

1
5

2

1 2 1
6

6

1
7

2

n

i

n

i

n

i

n n
i

n n n
i

n n
i

=

=

=

+
=

+ +
=

+ 
=  
 






  

     រូបម្នតកដលលៅសល់គឺជាវធិានដ៏សាម្ញ្ញចាំល ះដាំល ើ រការជាម្៊ួយសញ្ញ ស ិចម  

( )

( )

1

1 1

1 1 1

1 1 1

8

9

10

11

n

i

n n

i i

i i

n n n

i i i i

i i i

n n n

i i i i

i i i

c nc

ca c a

a b a b

a b a b

=

= =

= = =

= = =

=

=

+ = +

− = −



 

  

     
រូបម្នត 8-11 ទ្តូវបានបរហ ញលោយសរលសរលចញពើកផនែនើម្៊ួយៗែន ង(expanded form) ។ កផនែ

ខាងល វ្ងននសម្ើការ9 គឺ 

1 2 ... nca ca ca+ + +   
      កផនែខាងសាត ាំគឺ 

( )1 2 ... nc a a a+ + +   
     

ឧទា រ ៍2:  

.a  គ នាតនម្លននផលបូែលរម ន់ចាំល ះអន គម្ន៍ ( ) 3 6f x x x= −  យែចាំន ចគាំរូលដើម្បើាងចាំន ច
បញ្ច ប់ខាងសាដ ាំ ល ើយ 0 , 3 , 6a b n= = =   
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.b  គ នាអ ាំងលតទ្កាល ( )
3

3

0
6x x dx−   

ដាំលណាះទ្សាយៈចាំល ះ 6n = ររឹងននចលនាល ះគឺ 
3 0 1

6 2

b a
x

n

− −
 = = =

  
    ល ើយចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំគឺ 1 2 3 4 50.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5,x x x x x= = = = =  និង

6 3.0x = ។ ដូលចនះផលបូែលរ  ម នគឺ 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

6

6

1

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 0.5

1
2.875 5 5.625 4 0.625 9

2

3.9375

i

i

R f x x

f x f x f x f x f x f x

=

= 

=  +  +  +  +  + 

= − − − − + +

= −



  
    ចាំណាាំថ្ន f  មិ្នកម្នជាអន គម្ន៍វជិាមន ដូលចនះផលបូែលរ  ម នមិ្នកម្នតាំណាងឲ្យផលបូែនផទ

ទ្ែឡាចត លកា កែងលរ។ ប  កនតវាតាំណាងឲ្យផលបូែនផទទ្ែឡាចត លកា ព ៌ា លខ្ៀវ(លលើអែសអ័ប់ស ើស(
ដែនឹងនផទទ្ែឡាព ៌ា មស(លទ្កាម្អែសអ័ប់ស ើស( ែន ងរូបរើ5. 

 
.b  ចាំល ះ n  ចលនាល ះរងលយើងមន 

3b a
x

n n

−
 = =

  
  ដូលចនះ 1 2 3

3 6 90, , ,x x x x
n n n

= = = =  និងជារូលៅ 3
i

ix
n

=  ។ ា ាំងពើលយើងលទ្បើទ្បាស់
ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំ លយើងអចលទ្បើទ្បាស់ទ្រឹសតើបររើ4៖ 
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( ) ( )

( )

3
3

0
1 1

3

1

3

3
1

3

3 2
1 1

2

4 2

3 3
6 lim lim

3 3 3
lim 6

3 27 18
lim

81 54
lim

181 ( 1) 54
lim

2 2

n n

i
n n

i i

n

n
i

n

n
i

n n

n
i i

n

i
x x dx f x x f

n n

i i

n n n

i i
n n n

i i
n n

n nn n

n n

→ →
= =

→
=

→
=

→
= =

→

 
− =  =  

 

    
= −    

     

 
= − 

 

 
= − 

 

 ++  
= −  

 

 





 

2
81 1 1

lim 1 27 1
4

81 27
27 6.75

4 4

n n n→





    
= + − +    

     

= − = − = −
  

 
( )

3
3

1 2
0

6 6.75x x dx A A− = − = −   
       អ ាំងលតទ្កាលលនះមិ្នអចបែទ្សាយជានផទទ្ែឡាលរពើលទ្ ះ f  យែទា ាំងតនម្លវជិាមន និងតនម្ល

អវជិាមន។ ប  កនតវាអចបែទ្សាយខ្ សៗគន ចាំល ះ 1 2A A−  កដល 1A  និង 2A  ទ្តូវបានបែទ្សាយែន ងរូបរើ6។ 

      រូបរើ7 ពនយល់ពើការគ នាលោយបរហ ញពើកផនែវជិាមន និងវជិាមនែន ងផលបូែកផនែខាងសាត ាំ
ផលបូែលរ  ម ន nR  ចាំល ះ 40n =  ។ តនម្លែន ងារាងបរហ ញពើផលបូែលរ  ម នខិ្តលៅរែតនម្លពិតទ្បាែដនន
អ ាំងលតទ្កាល 6.75−  លពល n →  ។ 
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n   nR   
40

100

500

1000

5000   

6.3998

6.6130

6.7229

6.7365

6.7473

−

−

−

−

−   
 

       វធិ្ើសាង្គ្សតធ្ម្មាសទ្មប់វាយតនម្លអ ាំងលតទ្កាលែន ងឧទា រ ៍រើ2 នឹងផតល់ឲ្យែន ងកផនែ 5.4។ 

 ឧទា រ ៍3 

       .a  បលងកើតការបរហ ញចាំល ះ 3

1

xe dx  ជាផលបូែលើម្ើត។ 

       .b  លទ្បើទ្បាស់ទ្បពនធ័គ នាែ ាំពយូរ័រលដើម្បើបា ន់តនម្លការបរហ ញ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 
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 លទ្ ះ ( ) xf x e=  វជិាមន អ ាំងលតទ្កាលែន ងការបែទ្សាយឧទា រ ៍រើ3កដលបរហ ញពើកផទ
ទ្ែឡាែន ងរូបរើ8។ 

 .a  លយើងមន ( ) , 1, 3,xf x e a b= = =  ល ើយ 
2b a

x
n n

−
 = =

  

 ដូលចនះ 0 1 2 3
62 41, 1 , 1 , 1x x x x

n n n
= = + = + = +  និង 

2
1i

i
x

n
= +

  
 ពើទ្រឹសតើបរ4 លយើងររ៊ួលបាន 

( )
3

1
1

1

21

1

lim

2 2
lim 1

2
lim

n
x

i
n

i

n

n
i

n i
n

n
i

e dx f x x

i
f

n n

e
n

→
=

→
=

+

→
=

= 

 
= + 

 

=






  

 .b  ទ្បសិនលបើលយើងលទ្បើទ្បពនធ័គ នាែ ាំពយូរ័រ លដើម្បើបា ន់សាម នផលបូែ និងរយទ្សួលលយើង
ររ៊ួលបាន៖ 

( ) ( )3 2 2

21

2
1 1

n n
n n ni

n

ni

e e
e

e

+ +

+

=

−
=

−


  
 ឥ ូវលយើងលទ្បើទ្បពនធ័គ នាែ ាំពយូរ័រលដើម្បើគ នាលើម្ើត៖ 

( ) ( )3 2 2

3
3

21

2
lim

1

n n
n n

x

n n

e e
e dx e e

n e

+ +

→

−
=  = −

−


  
 លយើងនឹងលរៀនវធិ្ើសាង្គ្សតកាន់កតរយទ្សួលសទ្មប់បា ន់សាម នតនម្លអ ាំងលតទ្កាលលៅកផនែ    

បនាទ ប់។ 
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ឧទា រ ៍រើ4 បា ន់សាម នតនម្លអ ាំងលតទ្កាលខាងលទ្កាម្លោយបែទ្សាយកផនែនើម្៊ួយៗនននផទទ្ែឡា។                     
( ) ( ) ( )

1 3
2

0 0
1 1a x dx b x dx− −   

ដាំលណាះទ្សាយ 

 ( )a  ាង ( ) 21 0f x x= −    លយើងអចបែទ្សាយអ ាំងលតទ្កាលលនះជានផទទ្ែឡាលទ្កាម្
កខ្សលកាង 21y x= −  ពើ 0  លៅ1 ។ ប  កនត 2 21y x= −  លយើងបាន 2 2 1x y+ =  កដលបរហ ញែន ងទ្កាបននអន 
គម្ន៍ f  គឺម្៊ួយភាគប៊ួនននរងវង់កដលមនកា ាំលសមើ1 ែន ងរូបរើ9។ ដូចលនះ 

( )
1 22

0

1
1 1

4 4
x dx


− = =   

 (ែន ងកផនែ 7.3  លយើងនឹងអចបរហ ញនផទទ្ែឡារងវង់កដលមនកា ាំ r  គឺ 2r  ( 

 ( )b  ទ្កាបននអន គម្ន៍ 1y x= −  គឺជាបនាទ ត់លររម្៊ួយបានបរហ ញែន ងរូបរើ10 ។ លយើង
គ នាអ ាំងលតទ្កាលជាភាពខ្ សគន នននផទទ្ែឡាចត លកា កែងទា ាំងពើរ៖ 

( ) ( ) ( )
3

1 2
0

1 1
1 2 2 1 1 1.5

2 2
x dx A A− = − =  −  =   
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 ចាប់ចាំ  ចែណាត ល 

 លយើងកតងកតលទ្ជើសលរ ើសចាំ  ចគទ្មូ្ ix   ជាចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំននចលនាល ះរងរើ i  លទ្ ះវា
រយទ្សួលសទ្មប់ការគ នាលើម្ើត។ ប  កនតទ្បសិនលបើបាំ ងកសវងរែការបា ន់សាម នអ ាំងលតទ្កាលធ្ម្មាវា
ទ្បលសើរជាងយែ ix   ជាចាំ  ចែណាត លចលនាល ះកដលលយើងបញ្ា ែ់លោយ ix  ។ផលបូែលរ  ម នម្៊ួយចាំន៊ួនបា ន់
សាម នអ ាំងលតទ្កាលប  កនតទ្បសិនលបើលយើងលទ្បើទ្បាស់ចាំ  ចែណាត លលយើងនឹងររ៊ួលបានការបា ន់សាម នដូច
ខាងលទ្កាម្៖ 

ចាប់ចាំ  ចែណាត ល 

   
( ) ( ) ( ) ( )1

1

...
nb

i n
a

i

f x dx f x x x f x f x
=

   =  + +
   

                  កដល                                         b a
x

n

−
 =   

                  និង                              ( )1

1

2
i i ix x x−= + =  midpoint of  1,i ix x−   

ឧទា រ ៍5 លទ្បើទ្បាស់Midpoint Rule កដល 5n =  លដើម្បើបា ន់សាម ន 2

1

1
dx

x
 ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ៖ ចាំ  ចបញ្ច ប់ននចលនាល ះរងទ្បា ាំគឺ1,1.2,1.4,1.6,1.8  និង 2.0 ដូលចនះចាំ  ចែណាត

លគឺ1.1,1.3,1.5,1.7  និង1.9 ។ររឹងននចលនាល ះរងគឺ ( )2 1 1

5 5
x

−
 = =   

 
 

ដូចលនះាម្ចាប់Midpoint Ruleលគបាន៖ 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

1
1.1 1.3 1.5 1.7 1.9

2

1 1 1 1 1 1

5 1.1 1.3 1.5 1.7 1.9

0.691908

dx x f f f f f  + + + +  

 
= + + + + 

 





  
      ាង ( )

1
0f x

x
=   ចាំល ះ1 2x   អ ាំងលតទ្កាលតាំណាងនផទទ្ែឡាល ើយតនម្លទ្បក លកដល

ផតល់លអយលោយ Midpoint Rule ជាផលបូែននចត លកា កែងទ្តូវបានបរហ ញែន ងរូបរើ11។  

      លពលថមើៗលយើងមិ្នដឹងពើវធិ្ើននការបា ន់សាម នកដលពិតែន ងឧទា រ ៍រើ5 ែន ងកផនែ7.7។ លយើង
និងលរៀនពើវធិ្ើបា ន់សាម នែាំ  ស ែ់ពនធ័ែន ងការលទ្បើទ្បាស់Midpoint Rule។ លពលលនាះលយើងនិងពិភាែាពើវធិ្ើ
ដនរលរៀតសទ្មប់បា ន់សាម នអ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់។ 

      ទ្បសិនលយើងអន វតតចាប់ Midpoint Rule ចាំល ះអ ាំងលតទ្កាលែន ងឧទា រ ៍រើ2 លយើងររ៊ួល
បានរូបភាពែន ងរូបរើ12។ តនម្លទ្បក ល 40 6.7563M  −  ជិតតនម្លពិត 6.75−  លនាះតនម្លទ្បក លននចាំ  ច
បញ្ច ប់ 40 6.3998R  −  បរហ ញែន ងរូបរើ7។ 

 
 លែខ ៈននអ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ 

       លពលកដលលយើងែាំ ត់អ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ ( )
b

a
f x dx  លយើង implicitly ផលបូែ

កដល a b  ។ ប  កនតនិយម្ន័យននលើម្ើតចាំល ះផលបូែលរ  ម ន makes sense if a b  ។ ចាំណាាំថ្ន
ទ្បសិនលបើលយើងបង្គ្ញ្ច ស a  និង b  លនាះ x  បតូ រពើ ( )b a

n
−  លៅ ( )a b

n
−  ។ ដូលចនះ 

( ) ( )
a b

b a
f x dx f x dx= −    
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ទ្បសិនលបើ a b=  លនាះ 0x =  ដូលចនះ 

( ) 0
a

a
f x dx =   

 លយើងសនមតថ្នអន គម្ន៍ f  និង g  ជាអន គម្ន៍ជាប់។ 

 លែខ ៈអ ាំងលតទ្កាល 

 ( )1. ,
b

a
cdx c b a= − កដល c  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយ 

 ( ) ( ) ( ) ( )2.
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx+ = +       

 ( ) ( )3. ,
b b

a a
c f x dx c f x dx=   កដល c  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយ   

 
 លែខ ៈ 1បាននិោយថ្នអ ាំងលតទ្កាលននអន គម្ន៍លថរ ( )f x c=  គឺចាំន៊ួនដងននទ្បកវង

ចលនាល ះលថរ។ ទ្បសិនលបើ 0c   និង a b  ទ្តូវបានលគរ ាំពឹងរ ែថ្នលោយសារកត ( )c b a−  ជានផទននចត លកា 
កែងែន ងរូបរើ13។ 
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 លែខ ៈ 3 អចបរហ ញែន ងលែខ ៈទ្សលដៀងគន ល ើយបែទ្សាយថ្នអ ាំងលតទ្កាលចាំល ះ
ចាំន៊ួនលថរននអន គម្ន៍ម្៊ួយគឺជាចាំន៊ួនលថរចាំល ះអ ាំងលតទ្កាលននអន គម្ន៍លនាះ។ ម្ា  ងលរៀតចាំន៊ួនលថរអចយ
ែោែ់ពើម្ ខ្និមិ្តតសញ្ញ ននអ ាំងលតទ្កាលលនាះ។ លែខ ៈ 4 បានបរហ ញលោយការសរលសរ

( )f g f g− = + −  ល ើយលទ្បើទ្បាស់លែខ ៈ 2 និង 3 លោយយែ 1c = −  ។ 

ឧទា រ ៍រើ6 លទ្បើទ្បាស់លែខ ៈ ននអ ាំងលតទ្កាលលដើម្បើគ នាតនម្ល ( )
1

2

0
4 3x dx+  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ លទ្បើទ្បាស់ លែខ ៈ 2 និង3 ននអ ាំងលតទ្កាល។ លយើងមន 

( )
1 1 1 1 1

2 2 2

0 0 0 0 0
4 3 4 3 4 3x dx dx x dx dx x dx+ = + = +       

លយើងដឹងពើលែខ ៈ 1 ថ្ន 

( )
1

0
4 4 1 0 4dx = − =   

ល ើយលយើងកសវងរែែន ងឧទា រ ៍រើ2 ែន ងកផនែ 5.1 កដល 1
2

0

1

3
x dx =  ។ ដូលចនះ 

( )
1 1 1

2 2

0 0 0
4 3 4 3

1
4 3 5

3

x dx dx x dx+ = +

= +  =

  

  
      លែខ ៈ បនាទ ប់ទ្បាប់លយើងពើរលបៀបបូែអ ាំងលតទ្កាលននអន គម្ន៍ដូចគន  over adjacent 

intervals 

( ) ( ) ( )5.
c b b

a c a
f x dx f x f x dx+ =     
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         ជារូលៅ លនះមិ្នរយទ្សួលែន ងការបរហ ញលរ ប  កនតចាំល ះែរ ើ កដល ( ) 0f x   និង
a c b    ។ នផទទ្ែឡាលទ្កាម្ ( )y f x= ពើ a  លៅ c  បូែនផទទ្ែឡាពើ c  លៅ b  លសមើនឹងនផទទ្ែឡាសរ បពើ a លៅ 
b ។ 

        ឧទា រ ៍7 លបើលគដឹងថ្ន ( )
10

0
17f x =  និង ( )

8

0
12f x dx = ។  រែ ( )

10

8
f x dx  ។ 

        ដាំលណាះទ្សាយ By លែខ ៈ 5 លយើងមន 

( ) ( ) ( )
8 10 10

0 8 0
f x dx f x dx f x dx+ =     

  ដូលចនះ                ( ) ( ) ( )
10 10 8

8 0 0
17 12 5f x dx f x dx f x dx= − = − =     

         Properties 1-5 ពិត , ,a b a b a b =   ។ The following properties កដលលយើងលទ្បៀប
លធ្ៀបរាំ ាំននអន គម្ន៍ និងរាំ ាំអ ាំងលតទ្កាលពិតទ្បសិនលបើ a b  ។ 

 លែខ ៈលទ្បៀបលធ្ៀបននអ ាំងលតទ្កាល 

 6 លបើ ( ) 0f x  ចាំល ះ a x b  លនាះ ( ) 0
b

a
f x dx    

 7  លបើ ( ) ( )f x g x  ចាំល ះ a x b   លនាះ ( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx    

 8  លបើ ( )m f x M  ចាំល ះ a x b  ( )m b a− លនាះ 
( ) ( ) ( )

b

a
m b a f x dx M b a−   −   
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ទ្បសិន ( ) 0f x   លនាះ ( )
b

a
f x dx  បរហ ញពើនផទទ្ែឡាលទ្កាម្ទ្កាប f  ដូលចនះការបែទ្សាយកបប

ធ្រ ើ មទ្តចាំល ះ លែខ ៈ 6 ជាធ្ម្មានផទទ្ែឡាវជិាមន។លែខ ៈ 7 និោយថ្នអន គម្ន៍ធ្ាំជាងមនអ ាំង
លតទ្កាលធ្ាំជាង។វាលធ្វើាម្ លែខ ៈ 6 និង 4 លទ្ ះ 0f g−   ។ 

លែខ ៈ 8 បានបរហ ញែន ងរូបរើ16 ចាំល ះែរ ើ កដល ( ) 0f x   ។ ទ្បសិនលបើ f  ជាអន គម្ន៍ជាប់ 
លយើងអចយែ m  និង M លដើម្បើកាល យជាតនម្លអបបបរមោច់ខាត និងអតិបរមោច់ខាត ចាំល ះ f លៅចលនាល ះ 
 ,a b ។ ែន ងែរ ើ លនះលែខ ៈ 8 និោយថ្ននផទទ្ែឡាលទ្កាម្ទ្កាប f  ធ្ាំជាងនផទននចត លកា កែងកដល

មនែម្ពស់ m  និងតិចជាងនផទទ្ែឡាចត លកា កែងកដលមនែម្ពស់ M  ។ 

សទ្មយបញ្ា ែ់ចាំល ះលែខ ៈ 8 ាង ( )m f x M   លែខ ៈ 7  

( )
b b b

a a a
mdx f x dx Mdx      

លទ្បើទ្បាស់លែខ ៈ 1 លដើម្បើគ នាតនម្លអ ាំងលតទ្កាលលលើកផនែខាងល វ្ង និងកផនែខាងសាត ាំ លយើង
ររ៊ួលបាន៖ 

( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a−   −  

លែខ ៈ 8 មនទ្បលោជន៍លៅលពលលយើងចង់បា ន់សាម នអ ាំងលតទ្កាលកដលមនរាំ ាំពិបាែនិងលទ្បើ
ទ្បាស់ Midpoint Rule។ 

ឧទា រ ៍8 លទ្បើទ្បាស់លែខ ៈ 8 លដើម្បើបា ន់សាម ន 21

0

xe dx−

  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ ដយសារកត 21

0

xe dx−

 ជាអន គម្ន៍លែើនលលើចលនាល ះ 0,1  ។ តនម្លអតិបរមគឺ
( )0 1M f= =  ល ើយតនម្លអបបបរមគឺ ( ) 11m f e−= =  ។ ដូចលនះលោយសារលែខ ៈ 8 

( ) ( )
2

2

1
1

0

1
1

0

1 0 1 1 0

1

x

x

e e dx

e e dx

− −

− −

−   −

 



   
ាង

1 0.3679e−   លយើងសរលសរ 
21

0
0.3679 1xe dx−    
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លរធផលែន ងឧទា រ ៍រើ 8 បានបរហ ញែន ងរូបរើ 17។ អ ាំងលតទ្កាលធ្ាំជាងនផទទ្ែឡាននចត លកា 
កែងកផនែខាងលទ្កាម្ និងតិចជាងនផទទ្ែឡាកាលរ។ 

 លាំហាត់ 

1. បា ន់សាម នតនម្លផលបូែលរ  ម នចាំល ះអន គម្ន៍ ( )
1

3 ,2 14
2

f x x x= −    ជាម្៊ួយចលនាល ះរង
ចាំន៊ួន 6  លោយយែចាំ  ចគទ្មូ្ជាចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងល វ្ង។ ចូរពនយល់លោយយែដាទ្កាម្ម្ែជ៊ួយ ថ្នលតើ
ផលបូែលរ  ម នតាំណាងឲ្យអវើ។ 

2.  ទ្បសិនលបើ ( ) 2 2 ,0 3f x x x x= −    វាយតនម្លផលបូែលរ  ម នលោយយែ 6n =  យែចាំ  ចគ
ទ្មូ្ជាចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំ។ លតើផលបូែលរ  ម នតាំណាងលអយអវើ? បរហ ញជាម្៊ួយដាទ្កាប។ 

3.  ទ្បសិនលបើ ( ) 2,0 2,xf x e x= −    រែផលបូែលរ  ម នលោយយែ 4n =  (correct to six 
decimal places) យែចាំ  ចគទ្មូ្ជាចាំ  ចែណាត ល។លតើផលបូែលរ  ម នតាំណាងលអយអវើ? បរហ ញ
ជាម្៊ួយដាទ្កាម្។ 

( )4. a  រែផលបូែលរ  ម នចាំល ះ ( )
3

sin ,0 ,
2

f x x x


=    ជាម្៊ួយលែខខ្ ា 6  យែចាំ  ចគទ្មូ្
ជាចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំ(Give your answer correct to six decimal places) ពនយល់ថ្នអវើតាំណាងលអ
យផលបូែលរ  ម នលោយមនជាំន៊ួយពើការបរហ ញទ្បលភររូបភាព។ 

    ( )b  លធ្វើកផនែ ( )a  ម្តងលរៀតលោយយែចាំ  ចែណាត លជាចាំ  ចគទ្មូ្។ 

5.  ទ្កាបននអន គម្ន៍ f  ទ្តូវបានផតល់លអយ។បា ន់សាម ន ( )
10

0
f x dx  លទ្បើទ្បាស់ចលនាល ះរងចាំន៊ួន 5  

ជាម្៊ួយ ( )a  ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំ ( )b ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងល វ្ង  ( )c  ចាំ  ចែណាត ល។ 
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 6.  ទ្កាបននអន គម្ន៍ g  គឺទ្តូវបានបរហ ញ។ បា ន់សាម ន ( )
4

2
g x dx

−  លោយយែចលនាល ះរង 6  
លទ្បើទ្បាស់ ( )a ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំ ( )b ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងល វ្ង ( )c ចាំ  ចែណាត ល។ 

 
 7.  ារាងតនម្លលែើនល ើងននអន គម្ន៍ f  ទ្តូវបានបរហ ញ។ លទ្បើទ្បាស់ារាងលដើម្បើបរហ ញការ

បា ន់សាម នខាងលទ្កាម្ និងខាងលលើចាំល ះ ( )
30

10
f x dx  ។ 

x   10   14   18   22   26   30   

( )f x   12−   6−   2−   1  3   8   
  8.  ារាងកដលលអយជាតនម្លននអន គម្ន៍កដលររ៊ួលបានពើការពិលសាធ្ន៍ម្៊ួយ។ 

លទ្បើទ្បាស់វាលដើម្បើបា ន់សាម នតនម្ល ( )
9

3
f x dx  លទ្បើទ្បាស់ចលនាល ះរងលសមើគន បើជាម្៊ួយ ( )a  ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំ 

( )b ចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងល វ្ង និង ( )c  ចាំ  ចែណាត ល។ លបើលគដឹងថ្នអន គម្ន៍ជាអន គម្ន៍លែើន លតើអនែអច
និោយបានថ្នលតើការបា ន់សាម នរបស់អនែតិចជាងឬលទ្ចើនជាងតនម្លពិតននអ ាំងលតទ្កាល? 

x   3   4   5   6   7   8   9   

( )f x   3.4−   2.1−   0.6−  0.3   0.9   1.4   1.8   
 9 12−  លទ្បើទ្បាស់ Midpoint Rule ជាម្៊ួយតនម្លនន n  កដលផតល់លអយលដើម្បើវាយតនម្លអ ាំងលត

ទ្កាល។ បងាត់ចលម្លើយលៅែន ងរសភាគប៊ួនខ្ទង់។ 
8

2 4

0 0

2 5
2

0 1

9. sin , 4 10. cos , 4

11. , 5 11. , 4
1

x

xdx n x dx n

x
dx n x e dx n

x



−

= =

= =
+

 

   
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 13.  ទ្បសិនលបើអនែមនCASកដលបា ន់សាម នតនម្លចាំ  ចែណាត លល ើយទ្កាបចត លកា 
កែងកដលទ្តូវគន (លទ្បើទ្បាស់ ផលបូែលរ  ម នឬ middle sum and middle box commands in Maple(។ 
ពិនិតយចលម្លើយែន ងឧទា រ ៍រើ11ល ើយបែទ្សាយជាម្៊ួយទ្កាប។ បនាទ ប់ម្ែលធ្វើម្តងលរៀតជាម្៊ួយ 10n =  
និង 20n = ។ 

 14.  ជាម្៊ួយម ស ើនគិតលលខ្ឬែ ាំពយូរ័រ(លម្ើលលសចែតើក នា ាំចាំល ះលាំហាត់រើ9កផនែ5.1( 
គ នាផលបូែលរ  ម នខាងល វ្ង និងខាងសាត ាំចាំល ះអន គម្ន៍ ( ) ( )1

xf x
x

=
+

 លលើចលនាល ះ 0,2  ចាំល ះ 

100n = ។ ពនយល់ពើមូ្លល ត ននការបា ន់សាម នទា ាំងលនះបរហ ញថ្ន 
2

0
08946 0.9081

1

x
dx

x
 

+   
 15.  លទ្បើទ្បាស់ម ស ើនគិតលលខ្ឬែ ាំពយូរ័រលដើម្បើបលងកើតារាងតនម្លននផលបូែលរ  ម នខាងល វ្ង 

និងខាងសាត ាំ nR  ចាំល ះអ ាំងលតទ្កាល 
0

sin xdx


  លោយ 5,10,50n =  និង 100  ។លតើលលខ្ទា ាំងលនះខិ្តដល់
ែទ្មិ្តណា ? 

 16.  លទ្បើទ្បាស់ម ស ើនគិតលលខ្ឬែ ាំពយូរ័រលដើម្បើបលងកើតារាងតនម្លននផលបូែលរ  ម នខាងល វ្ង 
និងខាងសាត ាំ nL  និង nR  ចាំល ះអ ាំងលតទ្កាល 22

0

xe dx−

  លោយ 5,10,50n =  និង 100 ។ Between what 
two number must the value of the integral lie? Can you make a similar statement ចាំល ះ
អ ាំងលតទ្កាល 22

1

xe dx−

−  ឬលរ? ចូរពនយល់។ 

 17 20−  បរហ ញលើម្ើតជាអ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់លលើចលនាល ះកដលផតល់លអយ៖ 

 

( )  

 

( )  

( )
 

2

1

1

1

2
1

17. lim ln 1 , 2,6

cos
18. lim , ,2

19. lim 5 4 , 2,7

20. lim , 1,3
4

n

i i
n

i

n
i

n
i i

n

i i
n

i

n
i

n
i

i

x x x

x
x

x

x x x

x
x

x

 

→
=

→
=

 

→
=



→ 
=

+ 



 − 
 


+








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 21 25−  លទ្បើទ្បាស់រទ្ម្ង់ពើនិយម្ន័យននអ ាំងលតទ្កាលកដែផតល់លអយែន ងទ្រឹសតើបររើ4 
លដើម្បើគ នាអ ាំងលតទ្កាល 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

5 4
2

2 1

0 2
2 3

2 0

1
3 2

0

21. 4 2 22. 4 2

23. 24. 2

25. 3

x dx x x dx

x x dx x x dx

x x dx

−

− − +

+ −

−

 

 

   
 ( )26. a  រែការបា ន់សាម នតនម្លអ ាំងលតទ្កាល ( )

4
2

0
3x x dx−  លទ្បើទ្បាស់ផលបូែលរ  ម ន

ជាម្៊ួយចាំ  ចបញ្ច ប់ខាងសាត ាំ និង 8n =  ។ 

       ( )b  គូសដាទ្កាម្ដូចរូបរើ3លដើម្បើបរហ ញការបា ន់សាម នែន ងកផនែ ( )a ។  

       ( )c  លទ្បើទ្បាស់ទ្រឹសតើបររើ4លដើម្បើបា ន់សាម នតនម្ល ( )
4

2

0
3x x dx− ។ 

       ( )d  បែទ្សាយអ ាំងលតទ្កាលែន ងកផនែ ( )c  ជាភាពខ្ សគន នននផទទ្ែឡាល ើយបរហ ញ
ជាម្៊ួយដាទ្កាម្ដូចរូបរើ4។ 

 27.  បរហ ញថ្ន
2 2

2

b

a

b a
x dx

−
=  

 28. បរហ ញថ្ន
3 3

2

3

b

a

b a
x dx

−
=    

 29 30−  បរហ ញអ ាំងលតទ្កាលជាផលបូែលើម្ើត។ មិ្នបាច់គ នាតនម្លលើម្ើត 

 
( )

6 10

52 1
29. 30. 4ln

1

x
dx x x dx

x
−

+    
 31 32−  បរហ ញអ ាំងលតទ្កាលជាផលបូែលើម្ើត។ បនាទ ប់ម្ែលទ្បើទ្បាស់ទ្បពនធ័គ នាែ ាំពយូ

រ័រលដើម្បើរែផលបូែននលើម្ើតទា ាំងពើរ។ 

 
10

6

0 2
31. sin 5 32.xdx x dx



    
 33.  ទ្កាបននអន គម្ន៍ f ទ្តូវបានបរហ ញ។ បា ន់សាម នតនម្លអ ាំងលតទ្កាលនើម្៊ួយៗលោយបែ

ទ្សាយវាជានផទទ្ែឡាកផនែៗ 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 5

0 0

7 9

5 0

a f x dx b f x dx

c f x dx d f x dx

 

    

 
 34.  ទ្កាបននអន គម្ន៍ g  មនបនាទ ត់ទ្តង់ពើរ និងែនលះរងវង់ម្៊ួយ។ លទ្បើទ្បាស់វាលដើម្បើបា ន់

សាម នតនម្លនើម្៊ួយៗននអ ាំងលតទ្កាល 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 6 7

0 2 0
a g x dx b g x dx c g x dx     

 
 35 40−  បា ន់សាម នអ ាំងលតទ្កាលលោយបែទ្សាយវាជានផទទ្ែឡាកផនែៗ 

 

( )

( ) ( )

2 9

1 0

0 5
2 2

3 5

2 10

1 0

1
35. 1 36. 2

3

37. 1 9 38. 25

39. 40. 5

x dx x dx

x dx x x dx

x dx x dx

−

− −

−

 
− − 

 

+ − − −

−

 

 

    
 41.  បា ន់សាម នតនម្ល 2 4sin cosx x dx



  ។ 
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 42.  លគលអយ
1

2

0
3 4 5 5 8,x x dx+ = − រែតនម្ល 

0
2

1
3 4 ?u u du+  

 43.  ែន ងឧទា រ ៍រើ2កផនែ5.3 លយើងបានបរហ ញថ្ន 1
2

0

1

3
x dx = លទ្បើទ្បាស់ this fact and 

the properties ននអ ាំងលតទ្កាលលដើម្បើបា ន់សាម នតនម្ល ( )
1

2

0
5 6x dx− ។ 

 44.  លទ្បើទ្បាស់ properties ននអ ាំងលតទ្កាល ល ើយនឹងតនម្លននឧទា រ ៍រើ3លដើម្បើបា ន់
សាម នតនម្ល ( )

3

1
2 1xe dx− ។ 

45.   លទ្បើទ្បាស់លរធផលែន ងឧទា រ ៍រើ3បា ន់សាម នតនម្ល 3
2

1

xe dx+

  ។ 

46.  លទ្បើទ្បាស់លរធផលលាំហាត់រើ27 ល ើយ fact that 2

0
cos 1xdx



=  (ពើលាំហាត់29 ែន ងកផនែ

5.1( together with the properties ចាំល ះអ ាំងលតទ្កាលលដើម្បើបា ន់សាម នតនម្ល ( )2

0
2cos 5x x dx



−  ។ 

47.  សរលសរអ ាំងលតទ្កាលជារទ្ម្ង់ ( )
b

a
f x dx   

( ) ( ) ( )
2 5 1

2 2 2
f x dx f x dx f x dx

− −
+ −     

48. ទ្បសិនលបើ ( )
5

1
12f x dx = និង ( )

5

4
3.6f x dx = ចូររែ ( )

4

1
f x dx ។ 

49.  ទ្បសិនលបើ ( )
9

0
37f x dx = និង ( )

9

0
16g x dx = ចូររែ ( ) ( )

9

0
2 3f x g x dx+   ។ 

50.  រែ ( )
5

0
f x dx  ទ្បសិនលបើ 

𝑓(𝑥) = {
3  ,     𝑥 < 3
𝑥 ,      𝑥 ≥ 3

 

51.  ចាំល ះអន គម្ន៍ f  កដលទ្កាបទ្តូវបានបរហ ញ ចូរលធ្វើខាងលទ្កាម្រាយបរមិ ាម្លាំោប់
លាំលោយពើតូចបាំផ តលៅធ្ាំបាំផ ត ល ើយពនយល់ពើល ត ផល 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

8 3

0 0

8 8

3 4

' 1

A f x dx B f x dx

C f x dx D f x dx

E f

 

 
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 52. ទ្បសិនលបើ ( ) ( )

2

x

F x f t dt=   កដល f ជាអន គម្ន៍កដលទ្កាបផតល់ឲ្យ លតើតនម្លខាង
លទ្កាម្ណាម្៊ួយកដលធ្ាំបាំផ ត? 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 1

2 3

4

A F B F

C F D F

E F  

 
  53.  តាំបន់នើម្៊ួយៗ ,A B  និង C មនទ្ពាំកដនខ្ ា លោយទ្កាបននអន គម្ន៍ f និងអែសអប់

ស ើសមននផទទ្ែឡាបើ។ រែតនម្លនន 

( )
2

4
2 5f x x dx

−
+ +     
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 54.  ឧបមថ្ន f មនតនម្លអបបបរមោច់ខាត m និងតនម្លអតិបរមោច់ខាត M ។ លតើ 
( )

2

0
f x dx  សេិតលៅចលនាល ះណា? លតើលែខ ៈណាកដលអនែទាញបានលរធផលលនះ? 

 55 58−  លទ្បើទ្បាស់ properties ននអ ាំងលតទ្កាលលដើម្បើលផទៀងផ្លទ ត់វសិម្ភាពជាម្៊ួយនឹងការ
វាយតនម្លអ ាំងលតទ្កាល 

 

( )
4

2

0

1 1
2

0 0

1
2

1

4

6

55. 4 4 0

56. 1 1

57. 2 1 2 2

2 3
58. cos

24 24

x x dx

x dx xdx

x dx

xdx




 

−

− + 

+  +

 + 

 



 



     
59 64−  លទ្បើទ្បាស់ លែខ ៈ 8 លដើម្បើបា ន់សាម នតនម្លអ ាំងលតទ្កាល 

( )

( )

4 2

21 0

2
3 3

0
4

2 2

0

1
59. 60.

1

61. tan 62. 3 3

63. 64. 2sinx

xdx dx
x

xdx x x dx

xe dx x x dx









−

+

− +

−

 

 

    
65 66−  លទ្បើទ្បាស់ properties ននអ ាំងលតទ្កាល ជាម្៊ួយលាំហាត់រើ 27  និង 28  លដើម្បើបរហ ញវសិម្

ភាព 
3

4

1

2
2

0

26
65. 1

3

66. sin
8

x dx

x xdx
 

+ 





   
67.  បរហ ញលែខ ៈ 3 ននអ ាំងលតទ្កាល។ 

68.  ( )a  ទ្បសិនលបើ f ជាប់លលើចលនាល ះ ,a b  បរហ ញថ្ន 

( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx   

  [ជាំន៊ួយ៖ ( ) ( ) ( )f x f x f x−   ] 
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       ( )b  លទ្បើលរធផលកផនែ ( )a  លដើម្បើបរហ ញថ្ន 

   
( ) ( )

2 2

0 0
sin 2f x xdx f x dx

 

    
 69.  ាង ( ) 0f x = ទ្បសិនលបើ x  ជាចាំន៊ួនសនិទាន ល ើយ ( ) 1f x =  ទ្បសិនលបើ x ជាចាំន៊ួន

អសនិទាន។បរហ ញថ្ន f  មិ្នមនអ ាំងលតទ្កាលលលើ 0,1  លរ។ 

 70.  ាង ( )0 0f = និង ( )
1

f x
x

= លបើ 0 1x  ។បរហ ញថ្ន f មិ្នមនអ ាំងលតទ្កាលលលើ
 0,1 ។[ជាំន៊ួយ៖លទ្បើផលបូែ Riemann, ( )1f x x  ] 

 71 72−  បរហ ញលើម្ើតជាអ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ 

 
4

5
1

71.lim
n

x
i

i

n→
=

 [ជាំន៊ួយ Consider ( ) 4f x x= ] 

 ( )
2

1

1 1
72.lim

1

n

x
in i

n
→

= +


  
 73.  រែ 2

2

1
x dx−

  ជាំន៊ួយ៖ លទ្ជើសយែ ix   ជាម្ធ្យម្ធ្រ ើ មទ្ត 1ix −  និង ix  (កដល

1i i ix x x

−=  ) និងលទ្បើរូបម្នត 

   ( )
1 1 1

1 1m m m m
= −

+ +        
 

 

អន គម្ន៍នផទទ្ែឡា 

 1.  ( )a  គូសបនាទ ត់ 2 1y t= +  និងលទ្បើទ្បាស់ធ្រ ើ មទ្តលដើម្បើកសវងរែនផទទ្ែឡាលទ្កាម្
បនាទ ត់លៅលលើ t-axis ចលនាល ះបនាទ ត់ទ្តង់ 1t =  និង 3t = ។ 

     ( )b  ទ្បសិនលបើ 1x  ាង ( )A x ជានផទលទ្កាម្តាំបន់កដលោតសនធឹងលទ្កាម្បនាទ ត់ 
2 1y t= + ចលនាល ះ 1t = និង t x= ។sketch តាំបន់លនះ និងលទ្បើទ្បាស់ធ្រ ើ មទ្តលដើម្បើរែការបរហ ញចាំល ះ

( )A x ។ 
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    ( )C  ភាពខ្ សគន នននផទទ្ែឡាននអន គម្ន៍ ( )A x ។លតើអនែសមា ល់លឃើញអវើ? 

 ( )2. a  លបើ 1x  ាង 

( ) ( )
1

21
x

A x t dt
−

= +   
      ( )A x  ាងលអយនផទទ្ែឡាតាំបន់ម្៊ួយ។គ៊ួស តាំបន់លនះ 

   ( )b  លទ្បើលរធផលលៅលាំហាត់រើ28 ែន ងកផនែ 5.2 លដើម្បើរែការបរហ ញចាំល ះ ( )A x   

   ( )c  រែ ( )'A x ។ លតើអនែសមា ល់លឃើញអវើ? 

   ( )d  ទ្បសិន 1x  − ល ើយ h   ជាចាំន៊ួនគត់វជិាមនតូច ដូលចនះ ( ) ( )A x h A x+ −  តាំណាង
នផទទ្ែឡាននតាំបន់។ ព ៌ា នា និង គ៊ួសនផទ. 

   ( )e  គូសចត លកា ម្៊ួយកដលបា ន់សាម នតាំបន់ែន ងកផនែ ( )d  ។ លោយលទ្បៀបលធ្ៀបនផទនន
តាំបន់ទា ាំងពើរលនះ បរហ ញថ្ន 

( ) ( ) 21
A x h A x

x
h

+ −
 +

  
   ( )f  លទ្បើទ្បាស់កផនែ ( )e  ពនយល់កផនែ ( )c   

 ( )3. a  គូសទ្កាបននអន គម្ន៍ ( ) ( )2cosf x x=  ែន ង viewing rectangle  0,2  លោយ
 1.25,1.25−  ។ 

    ( )b  ទ្បសិនលយើងែាំ ត់អន គម្ន៍ថមើ g  លោយ   

( ) ( )2

0
cos

x

g x t dt=    
 ដូលចនះ ( )g x  ជានផទទ្ែឡាលទ្កាម្ទ្កាបននអន គម្ន៍ f ពើ 0 លៅ x [ until ( )f x become 

negative, at which point ( )g x  become a difference of areas]. លទ្បើកផនែ ( )a  លដើម្បើែាំ ត់តនម្លនន
x  កដល ( )g x ចាប់លផតើម្លែើនល ើង។………… 

 4.  ឧបមថ្ន f ជាអន គម្ន៍ជាប់លលើចលនាល ះ ,a b  ល ើយលយើងែាំ ត់អន គម្ន៍ថមើ g  លោយ
សម្ើការ 
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( ) ( )
x

a
g x f t dt=    
 កផអែលលើ Problem 1-3, ទាញរែ ( )'g x   

 

 

 
 ឧទា រ ៍រើ1 ទ្បសិនលបើ f ជាអន គម្ន៍កដលទ្កាបទ្តូវបានបរហ ញែន ងរូបរើ2 និង 

( ) ( )
0

x

g x f t dt=  ។ រែតនម្លនន ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 , 1 , 2 , 3 , 4g g g g g  ល ើយ ( )5g ។ បនាទ ប់ម្ែ គ៊ួសទ្កាប g   

 ដាំលណាះទ្សាយ ដាំបូងលយើងសមា ល់ថ្ន ( ) ( )
0

0
0 0g f t dt= =  ។ ពើរូបរើ3 លយើងលឃើញថ្ន

( )1g  ជានផទននទ្តើលកា ៖ 

( ) ( ) ( )
1

0

1
1 1 2 1

2
g f t dt= =  =   
 លដើម្បើរែ ( )2g  លយើងបកនេម្ ( )1g លៅលលើនផទននចត លកា កែងម្៊ួយ៖ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2

0 0 1
2 1 1 2 3g f t dt f t dt f t dt= = + = +  =     

 លយើងបា ន់សាម នថ្ននផទទ្ែឡាលទ្កាម្ទ្កាប f ពើ 2 លៅ 3 ទ្បក ល1.3  ដូលចនះ 

( ) ( ) ( )
3

2
3 2 3 1.3 4.3g g f t dt= +  + =   
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𝑔(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

𝑎

 

ចាំល ះ ( )3,t f t  វជិាមន និងគ នាផលដែទ្ែឡានផទ: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4

3

5

4

4 3 4.3 1.3 3.0

5 4 3 1.3 1.7

g g f t dt

g g f t dt

= +  + − =

= +  + − =



   
 លយើងលទ្បើទ្បាស់តនម្លគូសទ្កាបននអន គម្ន៍ g  ែន ងរូបរើ 4។ ចាំណាាំថ្នលោយសារ ( )f t  

វជិាមនចាំល ះ 3t  , បនតបូែ 3t   ល ើយដូលចនះ g  លែើនល ើងដល់ 3x =  កដលលៅដល់តនម្លអតិបរម។ 
ចាំល ះ 3,x g  លែើនល ើង លទ្ ះ ( )f t  អវជិាមន។ 

 ទ្បសិនលយើងយែ ( )f t t=  និង 0a =  បនាទ ប់ម្ែលទ្បើទ្បាស់ឧទា រ ៍រើ 27  ែន ងកផនែ 5.2  
លយើងបាន 

( )
2

0 2

x x
g x t dt= =   

ចាំណាាំថ្ន ( )'g x x=  កដល 'g f= ។ម្ា  ងលរៀតទ្បសិនលបើ g   
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ឧទា រ ៍ ៥៖  រែតនម្ល 3

1

xe dx   

ដាំលណាះទ្សាយ  ៖ 

អន គម្ន៍ ( ) xf x e=   ជាប់ទ្គប់តនម្ល x  ល ើយលដរ ើលវទ្ចាស់របស់វាគឺ ( ) xF x e=   ាម្ទ្រឹសដើ 

លគបាន  ( ) ( )
3

3 1 3

1
3 1xe dx F F e e e e= − = − = −  

ចាំណាាំ FTC2 និោយថ្ន លយើងអចលទ្បើ ទ្ពើម្ើរើវ F  នន f  បាន។ លយើងទ្បក លជាអចលទ្បើលោយ
សាម្ញ្ញបាំផ តម្៊ួយល លលគឈ ( ) xF x e=  លោយជ៊ួសវញិនូវ 7xe +  ឬ xe c+   

លយើងចាំណាាំថ្ន ៖  ( ) ( ) ( )
b

a
F x F b F a= −     

ដូចលនះ លគអចសរលសរវានបាននន FTC2 ( ) ( )
b b

aa
f x dx F x=    កដល ( ) ( )'F x f x=   

ែាំ ត់ចាំណាាំ ៖  ( ) ( )
b b

a a
F x F x=    

ឧទា រ ៍ 6 ៖ រែនផទននបា រា បូល កដលមនសម្ើការ 2y x=   ទ្តង់ចាំ  ច ០ លៅ 1 ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ  

លោយទ្ពើម្ើរើវនន ( ) 2f x x=  គឺ ( ) 31

3
F x x=  ាង A ជានផទកដលទ្តូវរែ  

ាម្ទ្រឹសដើបរ  2 លគបាន  
1

1
2 3 3 3

0
0

1 1 1 1
1 0

3 3 3 3
A x dx x

 
= = =  −  = 

 
 ទ្បសិនលបើលយើងលទ្បៀបលធ្ៀបឧទា រ ៍ 6 លនះ  

ឧទា រ ៍រើ 2 ែន ងកផនែរើ 5.1 លយើងលឃើញថ្នាម្ទ្រឹសដើបរមនលែខ ៈខ្លើជាងការគ នាាម្
វធិ្ើផដ ាំ។ 

ឧទា រ ៍ 7 ៖ រែតនម្ល 6

3

dx

x  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ ៖ 

លយើងសរលសរ  
6 6

3 3

1dx
dx

x x
=   
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លោយទ្ពើម្ើរើវ នន ( )
1

f x
x

=  គឺ ( ) lnF x x=   លោយ 3 6x   លនាះលគអចសរលសរបាន 

  ( ) lnF x x= ដូចលនះ  
6 6

33

1 6
ln ln 6 ln 3 ln ln 2

3
dx x

x
= = − = =  ។ 

ឧទា រ ៍ 8 ៖ រែនផទកដលខ្ ា លោយកខ្សលកាង cosine ចលនាល ះពើ 0 លៅ b។ កដល 0
2

b


    ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ ៖ លោយទ្ពើម្ើរើវនន ( ) cosf x x=  គឺ ( ) sinF x x=  លនាះលយើងបាន 
  

00
cos sin sin sin 0 sin

b b
A xdx x b b= = = − = ែន ងែរ ើ កដល 

2
b


=  លនាះលគបាននផទកដលខ្ ា លោយ

កខ្សលកាង cosine ចលនាល ះពើ 0 លៅ
2

    គឺ sin 1
2


=  ឯែានផទ ។(  

លៅលពលកដលអនែទ្បាជ្គ ិតវតិរាជនជាតិបារា ាំងមន ែ់ Gollesde Roberval ដាំបូងបានកសវងរែ
នផទរបស់កខ្សលកាងអន គម្ន៍ sine និង cosine លៅែន ងឆ្ន ាំ 1635 ។   

ឧទា រ ៍ 9 រែែាំ  សែន ងការគ នាខាងលទ្កាម្ ៖ 
3

1
3

21
1

1 1 4
1

1 3 3

x
dx

x

−

−
−

  −
= = − = − 

− 
   

ដាំលណាះទ្សាយ ៖ 

ចាំល ះការគ នាខាងលលើគឺខ្ សលទ្ ះ ( ) 2

1
0f x

x
=    ល ើយ លែខ ៈ 6 ននអ ាំងលតទ្កាលលនាះ 

 ( ) 0
b

a
f x dx  លពលកដល ( ) 0f x    ។ ចាំល ះទ្រឹសដើបរននអ ាំងលតទ្កាលអចគ នាអ ាំងលតទ្កាលបាន

ល ះទ្ាកតអន គម្ន៍លនាះមនន័យ ឬជាប់លៅចលនាល ះលនាះ ។ វាមិ្នអចគ នាបានចាំល ះអន គម្ន៍ 
 ( ) 2

1
f x

x
= លៅចលនាល ះ  1,3−  បានលរ លទ្ ះ ( )f x  មិ្នែាំ ត់ចាំល ះ 0x =  លរ  

ដូចលនះ 3

21

1
dx

x−  គម នចលម្លើយ 

ឌ្ើលផរ  ងកសយល និងអ ាំងលតទ្កាល 

Differentiation and Integration as Inverse Processes  

ែន ងចាំ  ចខាងលលើលនះ សរ បម្ែលគកចែអ ាំងលតទ្កាលលចញជា ពើរកផនែ ។ 

ទ្រឹសដើបរ៖  
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ចាំល ះអន គម្ន៍ f  ជាប់លលើចលនាល ះ  ,a b   

1. លបើ ( ) ( ) ,
x

a
g x f t dt=   លនាះ ( ) ( )'g x f x=   

2. ( ) ( ) ( ) ,
b

a
f x dx F b F a= −  កដល F  ជាទ្ពើម្ើរើវ នា ាំ f  លនាះ ( ) ( )'F x f x=   

ចាំល ះកផនែរើ 1 លយើងអចសរលសរបាន  

( ) ( )
x

a

d
f t dt f t

dx
=   

 

លនះគឺជារលបៀបបែទ្សាយម្៊ួយ កដលលគនិោយថ្នទ្បសិនប់អន គម្ន៍ F  គឺជាលដរ ើលវរើម្៊ួយរបស់វា 
ល ើយអ ាំងលតទ្កាលរបស់វាែាំ ត់បាន លនាះលយើងនិងអចរែលឃើញនតម្លអន គម្ន៍លដើម្ F  បាន។ លោលយ
បានម្ែពើទ្ពើម្ើរើវ ( ) ( )F b F a−  ។ ទា ាំងលនះគឺជា ពើរកផនែននទ្រឹសដើបរទ្គឹះរបស់ Calculus កដលបាន
និោយថ្ន អន គម្ន៍ឌ្ើលផរ  ង់កសយលនិងអ ាំងលតទ្កាលមនរាំនាែ់រាំនងនិងគន  ។ 

 ទ្រឹសដើបរទ្គឹះនន Calculus គឺជាទ្រឹសដើបរកដលពិតទ្បាែដល ើយសាំខាន់បាំផ តែន ងទ្រឹសដើបរ
ម្៊ួយលនះ ែន ងការគ នា និងមិ្នទ្តឹម្កតប  លណាណ ះវាជាផលបូែសម្មតិែម្មដ៏អសាច រយម្៊ួយកដលបានបលងកើត
ល ើងលោយម្ន សស។  

 ម្ នលពលកដលបានរែលឃើញវា គឺជាលពលម្៊ួយកដល Eudoxus និង Archimedes ែន ងលពល
កដល Galileo និង Fermat មនបញ្ហ ែន ងការកសវងរែនផទទ្ែឡា មឌ្ និងអន គម្ន៍កដលមនភាពសា ាំញា ាំ
ម្៊ួយលរើបលធ្វើឲ្យមនការរែលឃើញលរពលកាសលយម្៊ួយលនះ ។ ប  កនត ឥ ូវវធិ្ើលនះទ្តវបានលធ្វើរ៊ួចជាលទ្សចកដល
លោែ Newton  និង Leibniz បានលធ្វើការកសវងរែទ្រឹសដើបរលនាះ។ ល ើយព៊ួែលយើងនិងជ៊ួបលៅែន ងជាំពូែលនះ 
កដលជាការបរហ ញលរពយលកាសលយែន ងការលោះទ្សាយបញ្ហ កដលមិ្នកដលធាល ប់លឃើញម្ែដល់ ព៊ួែលយើង ។ 

មនសល់មិ្នទាន់បានបែលទ្ចើនលរៀតែន ងរាំព័រ ៤២៥ 

5.3 លាំហាត់ 

១ .ចូលពនយល់ន័យថ្ន  « differentiation និង អ ាំងលតទ្កាល  are inverse processes  » 

២ .គ នា ( ) ( )
0

x

g x f t dt=    លៅលពលកដល f  ទ្តូវបានបរហ ញដូចខាងលទ្កាម្៖ 
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(a) . វាយរនម្ល ( )g x  លបើ 0,1,2,3,4,5x =  និង 6 ។ 

(b). រែតនម្លទ្បក លរបស់ ( )7g   

(c). លតើអន គម្ន៍ g មនតនម្លអតិបរមិរប  នាម ន ?ល ើយមនតនម្លអបបបរមរលសមើរប  នាម ន? 

 

 

 

 

 

3. គ នា ( ) ( )
0

x

g x f t dt=    លៅលពលកដល f  ទ្តូវបានបរហ ញដូចខាងលទ្កាម្៖ 

(a). រែតនម្លនន  ( ) ( ) ( ) ( )0 , 1 , 2 , 3 ,g g g g និង  ( )6g  

(b) . លតើ g លែើនលៅចលនាល ះណា  ?  

(c) . លតើ g មនតនម្លអតិបរមនលសមើរប  នាម ន? 

 

 

 

 

 

 

4. គ នា ( ) ( )
0

x

g x f t dt=    លៅលពលកដល f  ទ្តូវបានបរហ ញដូចខាងលទ្កាម្៖ 

(a) . គ នាតនម្ល  ( )0 ,g និង  ( )6g  
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(b) . គ នាតនម្លនន ( )g x  លបើ 1,2,3,4,x =  និង 5  

(c) . លតើអន គម្ន៍ g លែើនលៅចលនាល ះណា  ?  

(d) . លតើអន គម្ន៍ g មនតនម្លអតិបរមិនលសមើរប  នាម ន  ?  

(e) . គ៊ួសទ្កា វ g។ 

 

 

 

 

 

5-6. រែនផទទ្ែឡាតាំណាងឲ្យ ( )g x  ។ បនាទ ប់ម្ែ រែ ( )'g x   ាម្នពើរវធិ្ើគឺ 

(a). លទ្បើាម្ទ្រឹសដើបរននវធិានអ ាំងលតទ្កាល 

(b) . វាយតនម្លអ ាំងលតទ្កាលលោយលទ្បើទ្បាស់វធិ្ើសាង្គ្សដបាំកបែ 

5. ( ) 2

1

x

g x t dt=      6. ( ) ( )
0

2 sin
x

g x t dt= +   

7-18 លោយលទ្បើទ្បាស់ទ្រឹសដើបរ ចូរគ នារែទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍ខាងលទ្កាម្៖ 

7. ( ) 31

1

1

x

g x dt
t

=
+       8. ( )

2

3

x
t tg x e dt−=    

9. ( ) ( )2

5

s

g s t t dt= −       10. ( ) 2

0
4

r

g r x dx= +   

11. ( ) 1 sec
x

F x tdt


= +  កដល 1 sec 1 sec
x

x
tdt tdt





 + = − +
       

12. 
1

( ) cos
x

G x tdt=       13.  ( )
1

ln
xe

h x t dt=    
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14. ( )
2

41 1

x z
h x dz

z
=

+      15. 
tan

0

x

y t t dt= +   

16. 
4

2

0
cos

x

y d =        17.  
3

1

21 3 1x

u
y du

u−
=

+  

18. 
1

2

sin
1

x
y t dt= +  ។ 

19-44  .គ នាតនម្លននអ ាំងលតទ្កាលខាងលទ្កាម្៖ 

19. ( )
2

3

1
2x x dx

−
−       20. 

1
100

1
x dx

−   

21. ( )
24

1
5 2 3t t dt− +      22. 1

4 9

0

1 2
1

2 5
u u du

 
+ − 

 
   

23. 
9

1
xdx         24.  

2
8

3

1
x dx
−

   

25. 
6

sin d


           26. 
5

5
edx

−   

27. ( )( )
1

0
2 3u u du+ −      28. ( )

4

0
4 t tdt−   

29. 
9

1

1x
dx

x

−
         30. 

( )( )
2

0
1 2 1y y dy− +   

31. 
24

0
sec tdt



         32. 
4

0
sec tan d



     

33. ( )
2 2

1
1 2y dy+       34. ( )

3

0
2sin xx e dx−   

35. 
3 6

2

41

3v v
dv

v

+
       36. 18

1

3
dz

z   
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37. ( )
1

6

0

xx e dx+       38. 
1

0
cosh t dt   

39. 3

1 2

3

8

1
dx

x+         40. 
2

2

31

4 u
du

u

+
   

41. 
1

1

1

ue du+

−       42. 
1

2
1

2
2

4

1
dx

x−
   

43. ( )
0

f x dx


  លៅលពលកដល ( )
sin , 0

2

cos ,
2

x x

f x

x x







 

= 
  


  

44. ( )
2

2
f x dx

− លៅលពលកដល  ( )
2

2 , 2 0

4 , 0 2

x
f x

x x

−  
= 

−  
  

45-48 លតើមនែាំ  សអវើបានលែើតល ើងចាំល ះលាំហាត់ខាងលទ្កាម្? 

45. 
1

3
1

4

2
2

3

3 8

x
x dx

−
−

−
−

 
= = − 

− 
      46. 

2
2

3 21
1

4 2 3

2
dx

x x−
−

 
= − = 
 

   

47.  
33

sec tan sec 3d
 

    = = −    48.  2

00
sec tan 0x dx x

 
= =  

49-52. លទ្បើទ្កាបចាំល ះទ្កាបកដលឲ្យខាងលទ្កាម្ រ៊ួចគូរ ន្ូ តលលើលែខខ្ ា  x កដលឲ្យ ។ បនាទ ប់ម្ែ
គ នានផទទ្ែឡារបស់វា។ 

49. 
3 , 0 27y x x=        50. 4 , 1 6y x x−=    

51. sin , 0y x x =        52. 2sec , 0
3

y x x


=     

53-54 .គ នាតនម្លននអ ាំងលតទ្កាលខាងលទ្កាម្ រ៊ួចបែទ្សាយនផទាម្ទ្កាប៖ 

53. 
2

3

1
x dx

−   

54. 

2

6

cos x dx



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55-59. រែទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍ខាងលទ្កាម្៖ 

55. 
( )

2
3

22

1

1

x

x

u
g x du

u

−
=

+  លទ្ ះ  ( ) ( ) ( )( )
3 0 3

2 2 0

x x

x x
f u du f u du f u du= +    

56. ( )
1 2

1
sin

x

g x t t dt
+

=    

57. ( )
2

2x
t

x
F x e dt=    

58. ( )
2

arctan
x

x
F x t dt=    

59. ( )
sin

cos
ln 1 2

x

x
y v dv= +  

61. លតើែន ងចលនាល ះននទ្កាប 
2

20 2

x t
y dt

t t
=

+ +  កបរភាពផតច ះលទ្កាម្ឬលរ? 

62.  លបើ
( )

sin
2

0
1

x

f x t dt= +  និង ( ) ( )
3

,
y

g y f x dx=   រែ ''
6

g
 
 
 

  

63. លបើ ( )1 12,f =  ល ើយ 'f  ជាអន គម្ន៍ជាប់ល ើយ ( )
4

1
' 17f x dx =  ។ រែតនម្លនន ( )4f  ។ 

6.4. អន គម្ន៍មនែាំ  ស  

 ( )
2

0

2 x
terf x e dt



−=   គឺបានលទ្បើលដើម្បើរែតនម្លទ្បក ល សេិតិ និងវសិវែម្ម៖ 

(a). បរហ ញថ្ន ( ) ( )
2 1

2

b
t

a
e dt erf b erf a− = −     

(b). បរហ ញថ្នអន គម្ន៍ ( )
2xy e erf x=  បាំលពញលែខខ័្ ា សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល 

2
' 2y xy


= + ។ 

66. លគមនអន គម្ន៍អ ាំងលតទ្កាល sine គឺ ( )
0

sinx t
Si x dt

t
=    
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(អ ាំងលតទ្កាល ( )
sin t

f t
t

=  មិ្នែាំ ត់ចាំល ះ 0t =   លរ។ ប  កនតវាមនលើម្ើតលសមើរម្៊ួយលៅលពល
កដល 0t →  , លនាះលយើងអចនិោយថ្ន ( )0 1f =   ល ើយលធ្វើឲ្យ f  លៅលលើ  )។ 

(a). ចូរគូរទ្កាបនន Si 

(b). លតើអន គម្ន៍លនះមនតនម្ល x  លសមើរប  នាម នកដលលធ្វើឲ្យវាមនអតិបរមិ? 

(c). រែែូអរលោលនទ្តង់ចាំ  ចម្៊ួយននអន គម្ន៍លដើម្។ 

(d). លតើអន គម្ន៍លនះមនអស ើម្តូតលទ្រតកដរលឺរ? 

(e). លោះទ្សាយសម្ើការខាងលទ្កាម្ ៖ 

0

sin
1

x t
dt

t
=   

67-68. គ នា ( ) ( )
0

x

g x f t dt=   លៅលពលកដល f  ជាអន គម្ន៍កដលទ្តូវបានបរហ ញខាង
លទ្កាម្ 

(a). គ នាតនម្ល x  កដលលធ្វើឲ្យអតិបរមិរ និងអបបបរមរននអន គម្ន៍ g  លែើតមនល ើង ។ 

(b). លតើអន គម្ន៍ g  មនតនម្លអតិបរមិរលសមើប  នាម ន?  

(c). លតើអន គម្ន៍  g ច ះលៅចលនាល ះណា? 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

 

 222  

 

 

 

 

69-70. គ នាលើម្ើតននផលបូលខាងលទ្កាម្កដលមនកដនែាំ ត់  0,1   

69. 

3

4
1

lim
n

n
i

i

n→
=


  

70. 
1 1 2 3

lim ......   
n n nn n n

n

→

 
+ + + +  

    

71.  បរហ ញថ្នសម្ើការ (3) ពិតចាំល ះ 0h    

72.  លបើ f  ជាអន គម្ន៍ជាប់ ល ើយ g  និង h  ជាអន គម្ន៍ទ្ពើម្ើរើវ រែចលម្លើយខាងលទ្កាម្ ៖ 

( )
( )

( )h x

g x

d
f t dt

dx    
73. (a). បរហ ញថ្ន 3 31 1 1x x +  +  លបើ 0x    

      (b). បរហ ញថ្ន 
1

3

0
1 1 1.25x dx +    

74. (a). បរហ ញថ្ន ( )2cos cosx x  លបើ 0 1x    

 

       (b). បរហ ញចាំល ះវសិម្ភាព ( )26

0

1
cos

2
x dx



  ។ 

75. បរហ ញថ្ន 
2

10

4 25
0 0.1

1

x
dx

x x
 

+ +  លោយលទ្បៀបលធ្ៀបអ ាំងលតទ្កាលជាម្៊ួយអន គម្ន៍ធ្ម្ម
ា។ 
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76. លគមន៖

( )

0 , 0

, 0 1

2 , 1 2

0 , 2

x

x x
f x

x x

x




 
= 

−  
   

 និង     ( ) ( )
0

x

g x f t dt=   

(a). Find an expression for ( )g x  similar to the one for ( )f x   

(b). គូរទ្កាបនន  f  និង  g ។ 

(c). លតើលៅលពលណាកដល f  មិ្នអចែាំ ត់បាន ?លតើលៅលពលណាកដល g  មិ្នអចែាំ ត់ 

បាន  ?  

77. រែអន គម្ន៍ f  និង a   ចាំល ះែរ ើ ខាងលទ្កាម្៖ 

 
( )
2

6 2 , 0
x

a

f t
dt x x

t
+ =    

78. រែនផទននកផនែ B  កដលលសមើរនឹង 3 ដងននកផនែ A   លគឲ្យដូចរូបខាងលទ្កាម្៖ 

 

 

 

 

 

 

5.4 អ ាំងលតទ្កាលមិ្នែាំ ត់ និងអ ាំងលតទ្កាលបដូ រអលថរ 

អ ាំងលតទ្កាលមិ្នែាំ ត់ 

ទា ាំងពើរកផនែននទ្រឹសដើបរទ្គឹះគឺស រធកតបរហ ញថ្ន អន គម្ន៍ជាប់គឺមនលដរ ើលវនិងអ ាំងលតទ្កាល។  
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កផនែរើ១ ៖និោយថ្ន លបើ f  គឺជាអន គម្ន៍ជាប់ លនាះលគបាន ( )
x

a
f t dt  គឺជាទ្ពើម្ើរើវនន f  ។ 

កផនែរើ 2 ៖ និោយថ្ន លបើ ( )
b

a
f x dx  អចគ នាបានលោយលសមើ ( ) ( )F b F a−  លៅលពលកដល F  ជាទ្ពើ

ម្ើរើវននអន គម្ន៍ f  លយើងនិងែាំ ត់ទ្ពើម្ើរើវលដើម្បើរយទ្សួលែន ងការគ នាអ ាំងលតទ្កាលលនាះ។ ពើលទ្ ះ 
ាម្រាំនាែ់រាំនងទ្រឹសដើបរទ្គឹះបានបរហ ញថ្ន ( )f x dx  គឺជាការរែទ្ពើម្ើរើវ នន f  កដលលគលៅថ្ន អ ាំងលត
ទ្ែលមិ្នែាំ ត់។  

លគែាំ ត់សរលសរបាន ៖ ( ) ( )f x dx F x=  កដល ( ) ( )'F x f x=  ។ 

ឧទា រ ៍៖ លយើងអចសរលសរ  
3

2

3

x
x dx c= +  ពើលទ្ ះថ្ន

3
2

3

d x
c x

dx

 
+ = 

 
  

ដូចលនះ លយើងអចនិោយបានថ្នមនចាំន៊ួនគត់ម្៊ួយលៅ 

1. លែខ ៈននអ ាំងលតទ្កាលមនដូចខាងលទ្កាម្៖ 

( ) ( )cf x dx d f x dx=       kdx kx c= +  
( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x+ = +         

1

1

n
n x

x dx c
n

+

= +
+  

1
lndx x c

x
= +        x xe dx e c= +  

ln

x
x a

a dx c
a

= +        sin cosxdx x c= − +    

cos sinxdx x c= +       
2sec tanxdx x c= +   

2csc cotxdx x c= − +       sec tan secx xdx x c= +   
csc cot cscx xdx x c= − +      1

2

1
tan

1
dx x c

x

−= +
+   
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1

2

1
sin

1
dx x c

x

−= +
−


     sinh coshxdx x c= +   

cosh sinhxdx x c= +  
រ ាំលឹែល ើងវញិចាំល ះទ្រឹសដើបរទ្តង់ចាំ  ច 4.9.1 លគបាននិោយថ្ន អ ាំងលតទ្កាលនន 𝑓(𝑥) =

1

𝑥
 

( )
1

2

1
, 0

1
, 0

c x
x

F x

c x
x


− + 

= 
− + 
   

ឧទា រ ៍ 1 ៖ រែអ ាំងលតទ្កាលមិ្នែាំ ត់ខាងលទ្កាម្៖ 

( )4 210 2secx x dx−   
ដាំលណាះទ្សាយ ៖ លយើងលទ្បើរាំនាែ់រាំនងរបស់លយើងែន ងារាងរើ 1 លយើងបាន 

( )4 2 4 2

2

5

10 2sec 10 2 sec

10 2 tan
5

2 2 tan

x x dx x dx xdx

x
x c

x x c

− = −

= − +

= − +

  

  
អនែគ៊ួរកតពិនិតយលម្ើលចលម្លើយរបស់អនែលោយលធ្វើឌ្ើលផរ  ង់កសយល។ 

ឧទា រ ៍ 2 ៖ គ នា cos

sin
d




   

ដាំលណាះទ្សាយ៖ លនះមិ្នកម្នជាអ ាំងលតទ្កាលមិ្នែាំ ត់កដលចូលរទ្ម្ង់ណាម្៊ួយែន ងារាងរើ 1 
លនាះលរ ។ ដូចលនះលយើងអចបាំកបែរទ្ម្ង់ទ្តើលកា មទ្តលនះជារទ្ម្ង់ម្៊ួយលរៀតគឺ៖ 

cos 1 cos

sin sin sin

csc cot csc

d d

d c

 
 

  

   

  
=   

  

= = − +

 

  
ឧទា រ ៍ 3 ៖ គ នា ( )

3
3

0
6x x dx−   

ដាំលណាះទ្សាយ៖ លទ្បើ FTC2 និងារាងរើ 1 លយើងបាន៖ 
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( )
3

4 2
3

3

0
0

4 2 4 2

6 6
4 2

1 1
3 3 3 0 3 0

4 4

81
27 0 0 6.75

4

x x
x x dx

 
− = − 

 

   
= − − −   
   

= − − + = −



 
លទ្បៀបលធ្ៀបការគ នាលនះជាម្៊ួយនិង ឧទា រ ៍ 2(b) ែន ងកផនែ 5.2។  

ឧទា រ ៍ 4 ៖ រែ 2
3

20

3
2 6

1
x x dx

x

 
− + 

+ 
  និងទាញលរធផលជានផទ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ ៖ ាម្ទ្រឹសដើបរលយើងបាន  

  

( ) ( )

2
4 2

2
3 1

20
0

2

4 2 1

0

4 2 1

1

3
2 6 2 6 3tan

1 4 2

1
3 3tan

2

1
2 3 2 3tan 2 0

2

4 3tan 2

x x
x x dx x

x

x x x

−

−

−

−

  
− + = − +   

+   

 
= − + 
 

= − + −

= − +



 
លនះគឺជាលរធផលែន ងការគ នាអ ាំងលតទ្កាលលនះ។ ទ្បសិនលបើចលម្លើយវាជាលលខ្ជាែ់ោែ់លនាះលគ

អចលទ្បើ ម ស ើនគិតលលខ្រែតនម្លនន 1tan 2−  បាន ។ លនាះលយើងបានចលម្លើយថមើគឺ 

 2
3

20

3
2 6 0.67885

1
x x dx

x

 
− +  − 

+ 
  
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ឧទា រ ៍ 5 ៖ គ នា 
2 2

9

21

2 1t t t
dt

t

 + −
  
 

   

ដាំលណាះទ្សាយ ៖ រើម្៊ួយលយើងសរលសរអ ាំងលតទ្កាលឲ្យមនរទ្ម្ង់ធ្ម្មាសិនលោយបាំកបែភាគកបង
លចញពើគន  លគបាន  

  

( )
2 2

9 9
1/2 2

20 0

9

93/2 1
3/2

1

1

3/2 3/2

2 1
2

2 1
2 2

3 1 3

2

2 1 2 1
2 9 9 2 1 1

3 9 3 1

1 2 4
18 18 2 1 32

9 3 9

t t t
dt t t dt

t

t t
t t t

t

−

−

+ −
= + −

 
   

= + − = + +   −   
 

   
= + + − + +   
   

= + + − − − =

 

 
 ការអន វតតន៍ 

កផនែរើ 2 ាម្ទ្រឹសដើបរបាននិោយថ្ន ទ្បសិនលបើ f  ជាអន គម្ន៍ជាប់លលើចលនាល ះបិរ  ,a b  លនាះ
លគបាន 

  ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −   

លៅលពលកដល F  ជាលដរ ើលវណាម្៊ួយនន f  ។ លនាះមនន័យថ្ន 'F f=  ដូចលនះសម្ើការខាងលលើ
អចសរលសរបានជា ( ) ( ) ( )'

b

a
F x dx F b F a= −   

លយើងដឹងថ្ន ( )'F x  តាំណាងឲ្យ តនម្លនន ( )y F x=  និងតនម្លលៅកាន់ x  និង ( ) ( )F b F a−  គឺជា
ការបដូ រលៅែន ង y  លៅលពលកដល x  បតូ រពើ a  លៅ( b  ចាំណាាំ y   អចលែើនល ើង ថយច ះ ល ើយលែើនល ើងម្ែ
ម្ដងលរៀត។ ដូចលនាះ y  អចនឹងបដូ ររិសលៅពើ ( ) ( )F b F a−  បាន (ដូលចនះលយើងអចលធ្វើាម្រទ្ម្ង់ FTC2 
ែន ង ែយដូចខាងលទ្កាម្៖ 

កផនែ 5.4 អ ាំងលតទ្កាលមិ្នែាំ ត់និងការផ្លល ស់បដូ រទ្រឹសដើបរ៖ 

  អ ាំងលតទ្កាលននអទ្ាការផ្លល ស់បដូ របានម្ែពើ ៖ ( ) ( ) ( )'
b

a
F x dx F b F a= −  
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គាំរូដាំបូងលនះអចគ នាអទ្ាននការផ្លល ស់បដូ របានទា ាំងអស់ ែន ងធ្ម្មជាតិ ជើវសាង្គ្សដនិង វរិាសាង្គ្សដ
ផងកដលលយើងអចពិនិតយលម្ើលបានែន ងកផនែ 3.7។ លនាះលយើងអចលម្ើលទ្បកវងកដលលយើងអចគិតបានដូច
ជា 

• ទ្បសិបលបើ ( )V t  គឺជាតនម្លននរឹែែន ងអងម្៊ួយលៅខ្ :លពល t  ណាម្៊ួយ លនាះ ( )'V t  គឺជាអទ្ា
ននការផ្លល ស់បដូ ររបស់រឹែចូលលៅែន ងអងរឹងលៅខ្ :លពល t  ។  

ដូចលនះ ( ) ( ) ( )
2

1
2 1

t

t
V t dt V t V t= −  លនះគឺជាការផ្លល ស់បដូ របរមិ ននរឹែែន ងអងលៅចលនាល ះលពល 

 1t និង 2t  ។ 

• ទ្បសិនលបើ  ( )C t  គឺជាការទ្បមូ្លផដ ាំ(ែាំហាប(់សារធាត គើម្ើណាម្៊ួយែន ងខ្ :លពល t  លនាះអទ្ា

ននការផ្លល ស់បដូ ររបស់វាគឺជាលដរ ើលវ   /d C dt  ដូចលនះ  
 ( )  ( )

2

1
2 1

t

t

d C
dt C t C t

dt
= −  លនះគឺជាការ

ផ្លល ស់បដូ រែាំហាប់នន C  លៅចលនាល ះលពល 1t  លៅ 2t   

 

• ទ្បសិនលបើ ម ស់ននយ ថ្នក ម្៊ួយទ្តូវបានោែ់លៅចាំ  ច x  ម្៊ួយគឺ ( )m x  លនាះបនាទ ត់លនាះមនតនម្ល 
 ( ) ( )'x m x = ។ ដូចលនះ ( ) ( )

2

1
2 1

t

t

dn
dt n t n t

dt
= −  គឺជាការផ្លល ស់បដូ រចាំន៊ួនម្ន សសែន ងែាំ  ង

លពល 1t  លៅ 2t  ។( ម្ន សសលែើនល ើងលៅលពលកដលមនម្ន សសលែើត ល ើយនិងថយច ះម្ែវ ើញលៅ
លពលកដលម្ន សសសាល ប់។ លយើងនិងដឹងពើការផ្លល ស់បដូ រកាន់លៅកតចាស់លៅលពលកដលដឹងចាំន៊ួន
ម្ន សសលែើតនិងម្ន សសសាល ប់ចាស់(។ 

• ទ្បសិនលបើ ( )C x  គឺជាតនម្លននផលិតផល x  រ៊ួម្ននផលិតផលលនាះ។ លនាះតនម្លននការវនិិលោគគឺជា
លដរ ើលវ ( )'C x  ដូលនះ ( ) ( ) ( )

2

1
2 1'

x

x
C x dx C x C x= −   គឺជាែាំល ើ នែន ងតនម្លលៅលពលកដល

ផលិតផលលនាះមនការលែើនល ើងពើ 1x  លៅ 2x   ។ 
• ទ្បសិនលបើ វតេ ម្៊ួយផ្លល ស់រើលលើគនលងទ្តង់ម្៊ួយទ្តង់រើា ាំងម្៊ួយាងលោយអន គម្ន៍ ( )s t  លនាះវរ័ិរ

លលបឿនរបស់វាាងលោយ ( ) ( )'v t s t=  ដូចលនះ  
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( ) ( ) ( ) ( )
2

1
2 12

t

t
v t dt s t s t= −   លនះគឺជាការផ្លល ស់បដូ ររើា ាំង ឬបមល ស់រើននវតេ ែន ងខ្ :លពល 

 1t លៅ 2t  ។ ែន ងកផនែ 5.1 លយើងបានបា ន់សាម នរ៊ួចម្ែល ើយថ្នវាទ្តឹម្ទ្តូវសទ្មប់ែរ ើ កដលអងាធាត ម្៊ួយ
ផ្លល ស់រើាម្រិសលៅវជិាមន ប  កនតលយើងបានបរហ ញរ៊ួចម្ែល ើយថ្នវាពិតរ ូត ។ 

• ទ្បសិនលបើលយើងចង់គ នាចមា យកដលវតេ លនាះលធ្វើដាំល ើ រែន ងរយ:លពលណាម្៊ួយលនាះលយើងទ្តូវពិនិ
តយលម្ើលថ្នលៅលពលកដល ( ) 0v t   (ភាគល អិតសេិតែន ងកផនែវជិាមន) និងពិនិតយលម្ើលលៅលពល
កដល ( ) 0v t   (ភាគល អិតសេិតែន ងកផនែអវជិាមន(។ ែន ងែរ ើ ទា ាំងពើរលនះចមា យវាលគអចោែ់
ែន ងតនម្លោច់ខាតម្៊ួយគឺ ( )v t  លនាះលគែាំ ត់សរលសរលោយ  

( ) ( )
2

1

3
t

t
v t t =  ចមា យសរ បននការលធ្វើដាំល ើ រ 

រូបរើ3 បរហ ញពើែរ ើ ទា ាំងពើរគឺការផ្លល ស់រើនិងទ្បកវងននការលធ្វើដាំល ើ រអចបរហ ញឲ្យលឃើញែន ងទ្ែុម្
នននផទខាងលទ្កាម្ននទ្កាបវរ័ិរ។ 

 

បមល ស់រើ  ( )
2

1
1 2 3

t

t
v t dt A A A= = − +  

ទ្បកវង   ( )
2

1
1 2 3

t

t
v t dt A A A= = + +  

• សាំរ ះននវតេ ាងលោយ ( ) ( )'a t v t=  ដូចលនះ ( ) ( ) ( )
2

1
2 1

t

t
a t dt v t v t= −  គឺជាបមល ស់បដូ រវរ័ិរលៅ

ខ្ : 1t  លៅ 2t  ។ 

ឧទា រ ៍ 6 ៖ ភាគល អិតម្៊ួយបានផ្លល ស់រើលលើគនលងទ្តង់ម្៊ួយលោយលលបឿនលៅខ្ : t  គឺ 
 ( ) 2 6v t t t= − − (គិតជា /m s  ) 

( )a  រែបមល ស់រើរបស់ភាគល អិតចលនាល ះលពល1 4t    ។ 

( )b  រែទ្បកវងែន ងការលធ្វើដាំល ើ ររបស់ភាគល អិតែន ងខ្ :លពលខាងលលើ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ៖  

( )a  រែបមល ស់រើរបស់ភាគល អិត 
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 ាម្សម្ើការ ( )2   លគបានបមល ស់រើគឺ៖ 

 

( ) ( ) ( ) ( )
4 4

2

1 1

4
3 2

1

4 1 6

9
6

3 2 2

s s v t dt t t dt

t t
t

− = = − +

 
= − − = − 
 

 

  
លនាះមនន័យថ្នភាគល អិតផ្លល ស់រើបាន 4.5m   លឆ្ព ះលៅរែកផនែអវជិាមន។ 

( )b  គ នាចមា យកដលភាគល អិតចរបាន 

 ចាំណាាំ  ( ) ( )( )2 6 3 2v t t t t t= − + = − + ល ើយ  ( ) 0v t  លៅចលនាល ះ   1,3 និង  ( ) 0v t  

លៅចលនាល ះ   3,4 លនាះាម្សម្ើការ  ( )3 ទ្បកវងននការលធ្វើដាំល ើ រគឺ 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

4 3 4

1 1 3

3 4
2 2

1 3

3 4
3 2 3 2

1 3

6 6

6 6
3 2 3 2

61
10.17

6

v t dt v t dt v t dt

t t dt t t dt

t t t t
x t

m

= − +  

= − + − + − +

   
= − + − + − +   
   

= 

  

 

  
ឧទា រ ៍ 7 ៖ រូបរើ 4  បរហ ញពើការសាំរ ះននការចាំណាយែន ងរើទ្ែុង San Francisco សទ្មប់

ម្៊ួយនថាែន ងកខ្ែញ្ញ  ( P  គិតជា MW  , t  គិតជាលម ងកដលចាប់លផដើម្ល ើងលៅខ្ :លពល ែ់ែណាដ ល
យប់ )។ រែចាំណាយថ្នម្ពលសរ បកដលបានលទ្បើែន ងរយ:លពលម្៊ួយនថាលនះ។ 

 

រូបរើ 4 
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ដាំលណាះទ្សាយ៖ សាំរ ះអទ្ាផ្លល ស់បដូ រននចាំណាយគឺ ៖ ( ) ( )'P t E t=  ាម្ទ្រឹសដើននការផ្លល ស់បដូ រលគ
បាន៖ 

( ) ( ) ( ) ( )
24 24

0 0
' ' 24 0P t dt E t dt E E= = −    

លនះជាចាំណាយថ្នម្ពលសរ បននការលទ្បើទ្បាស់ែន ងម្៊ួយនថា ។ លយើងបា ន់សាម នតនម្លលោយលទ្បើ ចាប់
ចាំ  ចែណាដ ល 12 subintervals និង 2t =  លគបាន៖ 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

24

0
1 3 5 ...... 21 23

440 400 420 620 790 840 850 840 810 690 670 550

15,840

P t dt P P P P P t

t

 + + + + +   

 + + + + + + + + + + + 

=



  
ដូចលនះែន ងការចាំណាយថ្នម្ពលម្៊ួយនថា អស់ទ្បក ល15,840 MWh  ។ 

 លតើលយើងដឹងវាលោយរលបៀបណាថ្នតនម្លលសមើប   ណឹ ងននការលទ្បើទ្បាស់ថ្នម្ពលែន ងឧទា រ ៍ 
7 ?  

អ ាំងលតទ្កាល ( )
24

0
P t dt  គឺែាំ ត់លោយលើម្ើតននផលបូែកដលបានម្ែពើ ( )*

iP t  ។ ឥ ូវ ( )*

iP t  
គិតជា MW  និង t  គិតជា  h  ដូចលនះចលម្លើយរបស់វាគិតជា MWh  ។វាដូចគន គឺពិតែន ងលើម្ើត។ ខាន តនន 
 ( )

b

a
f x dx គឺជាផលននខាន តសទ្មប់ ( )f x  និងខាន តសទ្មប់ x  ។ 

5.4 លាំហាត់ 

1-4. បរហ ញថ្នអន គម្ន៍ទ្ពើម្ើរើវខាងលទ្កាម្ទ្តឹម្ទ្តូវាម្រូបម្នដ៖ 

1. 
2

2 2

1 1

1

x
dx c

xx x

+
= − +

+
    2. 2 1 1

cos sin 2
2 4

xdx x x c= + +   

3. 3 31
cos sin sin

3
xdx x x c= − +     4. 

( )2

2
2

3

x
dx bx a a bx c

ba bx
= − + +

+
   

 5-18. រែអ ាំងលតទ្កាលមិ្នែាំ ត់ខាងលទ្កាម្៖ 
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5. ( )2 2x x dx−+       6. ( )33 2x x dx+  

 7. 4 31 1
2

2 4
x x x dx

 
− + − 

 
      8. ( )3 21.8 2.4y y y dy+ −  

9. ( )( )4 2 1u u du+ +      10. ( )
2

2 2v v dv+   

11. 
3 2x x

dx
x

−
       12. 2

2

1
1

1
x dx

x

 
+ + 

+ 
   

13. ( )sin sinhx x dx+      14. ( )sec sec tant t t dt+   

15. ( )csc cot d   −       16. ( )sec sec tant t t dt+   

17. ( )21 tan dx+       18. sin 2

sin

x
dx

x   

19-20. រែអន គម្ន៍លដើម្ននអ ាំងលតទ្កាលខាងលទ្កាម្លោយបរហ ញទ្កាបរបស់វាែន ងបលង់កតម្៊ួយ៖ 

19. 1
cos

2
x x dx

 
+ 

 
       20. ( )22xe x dx−  

 21-46. គ នាតនម្លននអ ាំងលតទ្កាលខាងលទ្កាម្៖ 

21. ( )
3

2

2
3x dx

−
−        22. ( )

2
3 2

1
4 3 2x x x dx− +  

23. 0
4 3

2

1 1

2 4
t t t dt

−

 
+ − 

 
     24. ( )

3
2 4

0
1 6 10w w dw+ −   

25. ( )( )
2

2

0
2 3 4 1x x dx− +     26. ( )

1 2

1
t t t dt

−
−   

27. ( )
0

5 3sinxe x dx


+       28. 2

2 31

1 4
dx

x x

 
− 

 
   

29. 4

1

4 6u
du

u

+ 
 
 

       30. ( )
4

0
3 2 tt e dt−   
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32. 
4

20

y y
dy

y

−
          33. 

2

1

2

2

x
dx

x

 
− 

 
   

34. ( )
0

1
5 5xx dx−      35. ( )

1
10

0
10xx dx+   

36. 23

4

csc d


          37. 2

4
20

1 cos

cos
d

 




+
   

38. 2

3
20

sin sin tan

sec
d

   




+
     39. 

3
64

1

1 x
dx

x

+
   

40. 10

10

2

sinh cosh

xe
dx

x x− +      41. 
3

2

20 1

dr

r−
   

42. 
( )

3
2

21

1x
dx

x

−
       43. 

1 2

3
40

1

1

t
dt

t

−

−   

44. 
2

0
| 2 1|x dx−       45. ( )

2

1
2x x dx

−
−   

46. 
3

2

0
sin x dx



  ។ 

47. លទ្បើទ្កាប់លដើម្បើរែតនម្លទ្បក លរបស់ x  កដលកាត់ទ្កាប 41 2 5y x x= − −  ។ បនាទ ប់ម្ែលទ្បើ
ទ្រឹសដើបរទ្គឹះលដើម្បើគ នានផទទ្ែឡាកដលសេិតលៅកផនែខាងលទ្កាម្ននទ្កាបាម្តនម្ល x  កដលបានរែលឃើញ
ខាងលលើ។ 

48. លទ្បើាម្លាំនា ាំននលាំហាត់រើ 47 ទា ាំងលោយបដូ រទ្កាបននអន គម្ន៍ y  លៅជា ( )
1

2 41y x x
−

= + −  
។ 

49. នផទននតាំបន់លដលខ្ ា លោយទ្កាបននបា រា បូល 22x y y== −  កផនែខាងសាដ ាំននអ័ែស (តាំបន់
កដលមនព ៌ា ទ្សរាំដូចែន ងរូប( ែាំ ត់លោយអ ាំងលតទ្កាល ( )

2
2

0
2y y dy− ។ រែនផទកដលខ្ ា លោយ

តាំបន់លនាះ។ 
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50. តាំបន់កដលមននផទទ្សរាំទ្តូវបានខ័្ ា លោយអ័ែស y  និងបនាទ ត់ 1y =  ជាម្៊ួយនិងលទ្កាប 
4y x= ។ 

គ នានផទននតាំបន់លនាះលោយសរលសរ x  ជាអន គម្ន៍នន y  រ៊ួចគ នាតនម្លលនាះ ( លាំនា ាំដូចលាំ     
ហាត់ 49) ។ 

 

 

 

 

 

 

51. ទ្បសិនលបើ ( )'w t  គឺជាអន គម្ន៍តនម្លលលខ្ណាម្៊ួយកដលែាំ ត់អយ របស់លែមងគិតជាឆ្ន ាំ។  

លតើ ( )
10

5
'w t dt  មនតនម្លលសមើប  នាម ន? 

52. កខ្សននចរនដអគាិសនើម្៊ួយទ្តូវបានែាំ ត់លោយសម្ើការ ( ) ( )'I t Q t=   (លម្ើលឧទា រ ៍ 3 
ែន ងចាំ  ចរើ 3.7 ) ។លតើ ( )

b

a
I t dt  មនតនម្លលសមើប  នាម ន ? 

53. លទ្បងកាតែន ងធ្ ងម្៊ួយាងលោយ ( )r t  gallons/mn លៅខ្ ៈ t  ។ លតើ ( )
120

0
r t dt  មនតនម្ល

លសមើប  នាម ន?  
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54. ទ្ែុម្សតវឃម ាំចាប់់ពើ 100 ែាល និងលែើនល ើងាម្អន គម្ន៍ ( )'n t  ែាលែន ងម្៊ួយសបាដ  ៍ ។  

លតើ 
15

0
100 '( )n t dt+   មនតនម្លលសមើប  នាម ន?  

55. ែន ងកផនែ 4.7 លយើងែាំ ត់កដលសរលសរលៅរាំព័រលដើម្ឲ្យអន គម្ន៍ ( )'R x  ដូចជាលដរ ើលវននអន គម្
ន៍ ( )R x  លៅលពលកដល x  មនតនម្លែាំ ត់ ។ លតើ ( )

5000

1000
'R x dx  មនតនម្លលសមើប  នាម ន? 

56. លបើ ( )f x  គឺជាចមា យផលូ វលាំកដលមនអន គម្ន៍នឹង x  គិតជា miles កដលគិតចមា យលលើផលូ វលាំ 
។  

លតើ ( )
5

3
f x dx  មនតនម្លលសមើប  នាម ន ? 

57. ទ្បសិនលបើ x  ជារាំ ាំែន ង កម្ ទ្ត ល ើយ ( )f x  គឺជារាំ ាំម្៊ួយែន ង ញូត ន។ លតើ ( )
100

0
f x dx  មន

រាំ ាំអវើ? 

58. ទ្បសិនលបើខាន តរបស់ x  ជា feet ល ើយខាន តរបស់ ( )a x  ជា pounds per foot ។ លតើ /da dx  
មនខាន តអវើ? លតើខាន តនន ( )

8

2
a x dx  មនកដរ ើលរ? 

59-60. អន គម្ន៍លលបឿនម្៊ួយ ( )/m mn  កដលជារបស់ភាគល អិតម្៊ួយកដលលធ្វើចលនាផ្លទ ស់រើាម្
បនាទ ត់ទ្តង់ម្៊ួយ។ រែ៖ 

(a). បមល ស់រើ 

(b). ចមា យកដលលធ្វើលោយភាគល អិតែន ងែាំ  ងលពលកដលឲ្យដូចខាងលទ្កាម្។ 

59. ( ) 3 5, 0 3v t t t= −     

60. ( ) 2 2 8, 1 6v t t t t= − −     

61-62. អន គម្ន៍សាំរ ះម្៊ួយ ( )2/m s  ល ើយមនលលបឿនលដើម្ គឺលធ្វើឲ្យភាគល អិតផ្លល ស់រើាម្បនាទ ត់
ទ្តង់។រែ 

(a). លលបឿនជាអន គម្ន៍លៅនឹង t   

(b). ចមា យែន ងការលធ្វើដាំល ើ ែន ងចលនាល ះលពលកដលឲ្យខាងលទ្កាម្។ 
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61. ( ) ( )4, 0 5, 0 10a t t v t= + =     

62. ( ) ( )2 3, 0 4, 0 3a t t v t= + = −     

63. ទ្បកវងននដងយ ថ្នក ម្៊ួយ មនទ្បកវង 4m  គឺឲ្យលោយអន គម្ន៍ ( ) 9 2x x = +  គិតជា 
/kg m  កដល x  គិតជាង m  លៅច ងននយ ថ្នក  ។ រែម ស់សរ បននយ ថ្នក  ។ 

64. រឹែ ូរម្ែពើបាតននអងសដ ែម្៊ួយឲ្យលោយសម្ើការ ( ) 200 4r t t= −  ( )/l mn  កដល 
0 50t   ។ រែែាំាំល ើ នននរើែកដល ូរលចញពើអងសដ ែរឹែលនាះលៅខ្ ៈ 10mn  ដាំបូង។ 

65. លលបឿនននឡានម្៊ួយទ្តូវបានលផទៀងលោយនា កិាសទង់លលបឿនម្៊ួយែាំ ត់ែន ងចលនាល ះលពល 10s  
និងទ្តូវបានែត់រ ែែន ងារាងខាងលទ្កាម្។ លទ្បើ Midpoint Rule លដើម្បើគ នាចមា យកដលលធ្វើដាំល ើ រលោយ
ឡានលនះ ។ 

( )t s  ( )/v mi h    ( )t s   ( )/v mi h  
0

10

20

30

40

50   

0

38

52

58

55

51   

60

70

80

90

100   

56

53

50

47

45   

 

 អ ាំងលតទ្កាលលោយលទ្បើវធិ្ើសាង្គ្សដជាំន៊ួស  

 លោយសារកតាម្ទ្រឹសដើបរទ្គឹះ គឺវាលផ្លដ តសាំខាន់លៅលលើការរែលដរ ើលវរបស់អន គម្ន៍លនាះ។ 
ប  កនតព៊ួែលយើងមិ្នអចអន គម្ន៍លដរ ើលវរយរបស់វាបានលរ ដូចជា 

(1).  
22 1x x dx+   

លដើម្បើរែអ ាំងលនះបានលយើងលទ្បើ Problem-solving of intriducing something extra ។ លៅលពល
កដលលយើងលទ្បើវធិ្ើសាង្គ្សដពិលសសលនាះលយើងបានរូបម្នដថមើម្៊ួយលផសងលរៀត ។ លយើងអចបដូ រអលថរ x  លៅជាអន 
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គម្ន៍ថមើម្៊ួយលរៀតកដលមនអរលថ u  កដលមន 21u x= + ។ បនាទ ប់លយើងលដរ ើវលវ u  លគបាន 2du xdx=  ។ 
ចាំណាាំទ្បសិនលបើ du  សេិតែន ងអ ាំងលតទ្កាលទ្សាប់លនាះលគអចជាំន៊ួសអលថរថមើបានែន ងអ ាំងលតទ្កាលចាស់ 
មនន័យថ្នអ ាំងលតទ្កាលអចជាំន៊ួសលៅែន ង សម្ើការ ( )1  បាន ។ លនាះលគអចសរលសរបាន៖ 

( )

( )

2 2

3 3
22 2

2 2 1 1 2

2 2
1

3 3

x x dx x xdx udu

u c x c

+ = + =

= + = + +

  

 
ប  កនតឥ ូវលយើងអចពិនិតយលម្ើលថ្នចលម្លើយអ ាំងលតទ្កាលទ្តូវឬខ្ សលគលទ្បើ Chain Rule លដើម្បើរែទ្ពើម្ើ

រើវច ងលទ្កាយរបស់សម្ើការ ( )2 ៖ 

( ) ( )
3 1

2 2 22 2
2 2 3

1 1 2 2 1
3 3 2

d
x c x x x x

dx

 
+ + = + = + 

   
ជារូលៅ៖ វធិ្ើលនះលគលធ្វើលៅលពលណាកដលអ ាំងលតទ្កាលលនាះអចសរលសរជារទ្ម្ង់ 
( )( ) ( )'f g x g x dx  កដល 'F f=  ។ 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 ' 'F g x g x dx F g x c= +  
 ពើលទ្ ះ លោយាម្ចាប់ Chain Rule លគបាន៖ 

( ) ( )( ) ( )( ) ' '
d

F g x F g x g x
dx

=     
ទ្បសិនលបើលគបដូ រអលថរលគបាន ( )u g x=  ាម្សម្ើការ ( )3  លគបាន ៖ 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )' ' 'F g x g x dx F g x c F u du= + =    
លោយ 'F f=  លយើងអចសរលសរកាត់ជា៖ 

( )( ) ( ) ( )'f g x g x dx f u du=    
លនាះលគអចគ នាបានលោយលគរពធាម្វធិានលនះ។ 

( )4  ាម្សទ្មយខាងលលើ ទ្បសិនលបើ ( )u g x=  គឺជាអន គម្ន៍ឌ្ើលផរ  ង់លសយលកដលែាំ ត់លលើកដន
ែាំល ើ ត I  ល ើយ f  ជាប់លៅលលើ I  ។ 

លគែាំ ត់សរលសរ៖  ( )( ) ( ) ( )'f g x g x dx f u du=    
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ចាំណាាំលគអចលទ្បើាម្វធិ្ើបដូ រអលថរបានល ះទ្ាណាកតអន គម្ន៍លនាះអចលគរពាម្ Chain Rule 
នន 

ឌ្ើលផរ  ង់កសយល ។ ទ្បសិនលបើ ( )u g x=   លនាះ ( )'du g x dx=  លនាះលគអចបដូ រអលថរពើ dx  ម្ែជា 
 du បានាម្សម្ើការ ( )4  ។ 

 សរ បម្ែ ាម្វធិ្ើសាង្គ្សដបដូ រអលថរលយើងអចនិោយបានថ្ន ៖ វាជាវធិ្ើសាង្គ្សដកដលបងកលែខ
 ះរយទ្សួលលោយបដូ រពើ dx    កដលសម ែសាម ញរ៊ួចម្ែាង du   លដើម្បើឲ្យមនភាពរយទ្សួលែន ងការ
គ នាអ ាំងលតទ្កាលវញិ។  

ឧទា រ ៍១ ៖ ចូររែ ( )3 4cos 2x x dx+  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ  

លយើងាង 4 2u x= +   ពើលទ្ ះ 34du x dx=  លនាះលគបាន 3 1

4
x dx du=   

ាម្វធិ្ើសាង្គ្សដបដូ រអលថរលគបាន ៖ 

( )

( )

3 4

4

1 1
cos 2 cos cos

4 4

1
sin

4

1
sin 2

4

x x dx u du udu

u c

x c

+ = =

= +

= + +

  

  
ចាំណាាំលយើងអចរែតនម្លជាែ់ោែ់បានល ះទ្ាកតលយើងសាា ល់តនម្លពិតរបស់ x  ។ 

ឧទា រ ៍2 ៖ គ នា 2 1x dx+   

ដាំលណាះទ្សាយ១៖ ាង 2 1u x= +  លនាះលគបាន 2du dx=  នា ាំឲ្យ 1

2
dx du=   

ាម្វធិ្ើសាង្គ្សដបដូ រអលថរលគបាន៖ 
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( )

2
33
2

3

2

1 1
2 1

2 2

1 1

32 3

2

1
2 1

3

x dx u du udu

u
c u c

x c

+ = =

= + = +

= + +

  

  

ដាំលណាះទ្សាយ 2 ៖ ាង 2 1u x= +  លនាះលគបាន 
2 1

dx
du

x
=

+
 លនាះ 2 1dx x du udu= + =   

(ឬ  2 2 1u x= + លនាះ  2 2udu dx= ( លគបាន ៖ 

( )

2

3 3

2

2 1

1
2 1

3 3

x dx u udu u du

u
c x c

+ = =

= + = + +

  

  

ឧទា រ ៍ 3 ៖ រែ
21 4

x
dx

x−
    

ដាំលណាះទ្សាយ៖ ាង 21 4u x= −  នា ាំឲ្យ 8du xdx= −  លនាះលគបាន 1

8
xdx du= −  និង 

( ) ( )

1

2

2

2

1 1 1

8 81 4

1 1
2 1 4

8 4

x
dx du u du

ux

u c x c

−

= − = −
−

= − + = − − +

 


  
 

 

 

 

     
( )

21 4

x
f x

x
=

−   

     ( ) ( ) 21
1

4
g x f x dx x= = − −   
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ែន ងចាំលលើយឧទា រ ៍រើ 3 លនះលយើងបានលធ្វើលោយលទ្បើឌ្ើលផរ  ង់កសយលរ៊ួចម្ែល ើយ ប  កនតចូរពិនិតយ
លម្ើលជាម្៊ួយនិងទ្កាបវញិ។ែន ងរូបរើ 1 លនះលយើងបានលទ្បើែ ាំពយូរ័រលដើម្បើគូសទ្កាបអ ាំងលតទ្កាលនន 

 ( )
21 4

x
f x

x
=

−
និង ទ្កាប់ននអន គម្ន៍ ( ) 21

1
4

g x x= − −  (ែន ងែរ ើ កដល 0c =  ) ។ ែាំ ត់

ចាំណាាំ អន គម្ន៍ ( )g x     ថយច ះលៅលពលកដល ( )f x  អវជិាមន ល ើយវាលែើនល ើងលៅលពលកដល ( )f x  
វជិាមន ល ើយវាមនអបបរមរលៅលពលកដល ( ) 0f x =  ។ ដូចលនះវាសមមទ្តគន ាម្ការបែទ្សាយាម្
ទ្កាបលនះ លនាះអន គម្ន៍ ( )g x  គឺជាលដរ ើលវននអន គម្ន៍ ( )f x  ។ 

ឧទា រ ៍ 4 ៖ គ នា 5xe dx   

ដាំលណាះទ្សាយ ៖ ទ្បសិនលបើលយើងាង 5u x=   ល ើយ 5du dx=  លនាះ 1

5
dx du=  លគបាន  

5 51 1

5 5

x u xe dx e c e c= + = +  
ឧទា រ ៍1 ដូចខាងលទ្កាម្ ៖ 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 4 4 3 4 3

4 2 4

1
cos( 2) cos 2 cos 2 4

4

1 1
cos 2 2 sin 2

4 4

x x dx x x dx x x dx

d
x x dx x c

dx

+ = + = +

= + + = + +

  

   
ជាធ្ម្មាែន ងដាំលណាះទ្សាយឧទា រ ៍ 4 លគអចសរលសរបាន៖ 

( )5 5 51 1

5 5

x x xd
e dx e dx e c

dx
= = +    

ដាំលណាះទ្សាយលនះលគលទ្ចើនលទ្បើវាចាំល ះអ ាំងលតទ្កាលទ្បលភរលនះលទ្ ះវាខ្លើល ើយរយទ្សួលយ
ល់។ 

ឧទា រ ៍ 5 ៖ រែ 2 51 x x dx+   

ដាំលណាះទ្សាយ៖ ចាំល ះ 5x  លយើងអចបាំកបែជា 4x x   

  
2 51 x x dx+   

ាង 21u x= +  នា ាំឲ្យ 2du xdx=  លគបាន 1

2
xdx du=   
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( )
22 2 41 1 1u x x u x u= +  = −  = −  លនាះលគទាញបាន ៖ 

( ) ( )

2 5 2 4

2 2

5 3 1

2 2 2

7 5 3

2 2 2

1 1

1 1
1 2 1

2 2

1
2

2

1 2 2 2
2

2 7 5 3

x x dx x x xdx

u u du u u u du

u u u du

u u u c

+ = +

= − = − +

 
= − + 

 

 
= − + + 

 

 

 



  
ឧទា រ ៍ 6 ៖ គ នាតនម្ល tan xdx    

ដាំលណាះទ្សាយ៖ ដាំបូងលយើងទ្តូវបាំកបែវាឲ្យលៅជាអន គម្ន៍ sine និង cosine សិន 

លគសរលសរបាន  
sin

tan
cos

x
xdx dx

x
=   

ាង  cosu x= នា ាំឲ្យ  sin sindu xdx xdx du= −  = − លគបាន 
sin 1

tan
cos

ln ln cos

x
xdx dx du

x u

u c x c

= = −

= − + = − +

  

  

កដល  
( )1 1

ln cos ln cos ln ln sec
cos

x x x
x

−  
− = = =  

   

ដូចលនះលគអចសរលសរថ្ន tan ln secxdx x c= +         ( )5    

អ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ 

លៅលពលកដលលយើងគ នាអ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ គឺមនវធិ្ើពើរែន ងការលោះទ្សាយ ។  

វធិ្ើរើ 1 គឺការគ នាាម្អ ាំងលតទ្កាលមិ្នែាំ ត់រើ1 បនាទ ប់ម្ែលយើងលទ្បើ Fundamental 
Theotrem ។  
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ោ ងណាមិ្ញដូចជាការលទ្បើែន ងលរធផលននឧទា រ ៍រើ 2 លយើងមន

( ) ( ) ( )

( )

44

0 0

4
3/2 3/2 3/2

0

2 1 2 1

1 1 1
2 1 9 1

3 3 3

1 26
27 1

3 3

x dx x dx

x

+ = +

= + = −

= − =

 

 

 វធិ្ើម្៊ួយលរៀតលគលឃើញមនលទ្បើតិចត៊ួចបាំផ តគឺលគបដូ រវាលៅជាលើម្ើតននអ ាំងលតទ្កាលលៅលពលកដល
អ ាំងលតទ្កាលមនបកទ្ម្បទ្មួ្ល។ 

( )6  ទ្រឹសដើបរ៖ លបើ 'g  គឺជាអន គម្ន៍ជាប់លលើចលនាល ះបិរ  ,a b  ល ើយអន គម្ន៍ f  គឺជា 

អន គម្ន៍ជាប់លលើកផនែនន ( )u g x=  លនាះលគបាន  

( )( ) ( ) ( )
( )

( )
'

b g b

a g a
f g x g x dx f u du=    

សទ្មយបញ្ា ែ់ ៖ 

លគមន F   ជាទ្ពើម្ើរើវនន f  ល ើយាម្សម្ើការ ( )3  លគមន ( )( )F g x  គឺជាទ្ពើម្ើរើវម្៊ួយលផសង
លរៀតនន ( )( ) ( )'f g x g x  ដូចលនះាម្កផនែរើ 2 នន Fundamental Theorem លយើងបាន៖ 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )'
b b

aa
f g x g x dx F g x F g b F g a = = −    

But, applying FTC2 a second time , we also have
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )( ) ( )( )

g b g b

g ag a
f u du F u F g b F g a= = −    

 ឧទា រ ៍ 7 ៖ គ នា 
4

0
2 1x dx+  លទ្បើាម្ ( )6   

ដាំលណាះទ្សាយ៖ ាង 2 1u x= +  និង 1

2
dx du=  លដើម្បើរែលើម្ើតននអ ាំងលតទ្កាលបានគឺ 

លៅលពល  ( )0, 2 0 1x u= = + និង  ( )4, 2 4 1 9x u= = + =  

លនាះលគបាន៖  
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   ( )

4 9

0 1

9

3/2

1

3/2 3/2

1
2 1

2

1 2

2 3

1 26
9 1

3 3

x dx udu

u

+ =

 
=  
 

= − =

 

 
ឧទា រ ៍ 8 ៖ គ នាតនម្ល 

( )

2

21 3 5

dx

x−
   

ដាំលណាះទ្សាយ ៖ ាង 3 5u x= −   លនាះ 1

5
dx du = −  5du dx= −   

លៅលពល  1 2x u=  = − លៅលពលកដល  2 7x u=  = − លនាះលគទាញបាន៖ 

( )

2 7

2 21 2

7 7

2 2

1

53 5

1 1 1

5 5

1 1 1 1

5 7 2 14

dx du

ux

u u

−

−

− −

− −

= −
−

   
= − − =   

   

 
= − + = 

 

 

  
ឧទា រ ៍ 9 ៖ គ នា 

1

lne x
dx

x   

ដាំលណាះទ្សាយ ៖ លយើងាង lnu x=  ពើលទ្ ះលដរ ើលវវាគឺ dx
du

x
=    មនរាងដូចអ ាំងលតទ្កាល  

លៅលពលកដល  1 ln1 0x u=  = = និង  ln 1x e u e=  = = លគបាន៖ 

  

1
2

1

1 0
0

ln 1

2 2

e x u
dx udu

x

 
= = = 

 
 
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លាំហាត់  

1-6 គ នាតនម្លអ ាំងលតទ្កាលលោយលទ្បើាម្លែខខ្ ា កដលឲ្យខាងលទ្កាម្៖ 

1. ,xe dx u x− = −  

2. ( )
5

3 4 42 , 2x x dx u x+ = +   

3. 
2 3 31 , 1x x dx u x+ = +   

4. ( )
4

, 1 6
1 6

dt
u t

t
= −

−


  

5. 
3cos sin , cosd u   =   

6. 
( )2

2

sec 1/
, 1/

x
dx u x

x
=   

7-48 . គ នាតនម្លអ ាំងលតទ្កាលមិ្នែាំ ត់ខាងលទ្កាម្៖ 

7. 
2sin ,x x dx       8. 

32 xx e dx   

9. ( )
9

1 2x dx−       10. ( )
24

3 2t dt+   

11. ( ) 21 2x x x dx+ +     12. 
2sec 2 d    

13. 
5 3

dx

x−       14. 21u u du−   

15. sin tdt       16. ( )cosx xe e dx  

17. 
( )

2

1

u

u

e
du

e−
      18. sin x

dx
x

   
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19. 
2

33

a bx
dx

ax bx

+

+
       20. 

2

3 1

z
dz

z +   

21. ( )
2

ln x
dx

x       22. 4cos sin d     

23. 
2 3sec tan d        24. ( )3/2sin 1x x dx+   

25. 1x xe e dx+      26. dx

ax b+   

27. ( )( )
4

2 31 3x x x dx+ +     28. 
cos sinte tdt   

29. ( )5 sin 5t t dt      30. 
1

2

tan

1

x
dx

x

−

+   

31. tan 2secxe xdx      32.  ( )sin ln x
dx

x   

33. 2

cos

sin

x
dx

x       34. 
( )

2

cos / x
dx

x


   

35. 2cot cscx xdx      36. 2

2 3

t

t
dt

+   

37. 2sinh coshx xdx      38.  
2cos 1 tan

dt

t t+
   

39. 2

sin 2

1 cos

x
dx

x+      40. 2

sin

1 cos

x
dx

x+   

41. cot xdx       42. ( )2sin sec cost t dt   

43. 
2 11 sin

dx

x x−−
     44. 

41

x
dx

x+
  

45. 
2

1

1

x
dx

x

+

+
      46. 2 2x xdx+   

47. ( )
8

2 5x x dx+      48. 
3 2 1x x dx+   
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49-52. គ នាតនម្លអ ាំងលតទ្កាលមិ្នែាំ ត់ខាងលទ្កាម្ លោយលធ្វើការលផទៀងផ្លទ ត់ចលម្លើយរបស់អនែ
កដលបានរែរែលឃើញនិងអន គម្ន៍លដរ ើលវរបស់វា (លោយ 0c =  ) 

49. ( )
3

2 1x x dx−      50. 
2 2tan sec d    

51. 
cos sinxe xdx      52. 

4sin cosx xdx   

53-73. គ នាតនម្លអ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់ខាងលទ្កាម្៖ 

53. ( )
1

0
cos / 2t dt     54. ( )

1 50

0
3 1t dt−    

55. 
1

0
1 7xdx+       56. 3

0 5 1

dx

x +   

57. ( )2

0
sec / 4t dt



      58. 
1/2

1/6
csc cott tdt    

59. 
1/

2

21

xe
dx

x       60. 21

0

xxe dx−

   

61. ( )
/4

3 4

/4
tanx x x dx



−
+     62. ( )

/2

0
cos sin sinx x dx



   

63. 
( )

13

20
3 1 2

dx

x+
      64. 2 2

0

a

x a x dx−   

65. 
2 2

0

a

x x a dx+      66. 
/3

4

/3
sinx xdx



−   

67. 
2

1
1x x dx−       68. 

4

0 1 2

x
dx

x+
   

69. 
4

ln

e

e

dx

x x
       70. 

1
1/2

20

sin

1

x
dx

x

−

−
   

71. 
1

0

1z

z

e
dz

e z

+

+       72. ( )
/2

0
sin 2 /

T

t T dt −   
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73. ( )

1

40
1

dx

x+


 

74. លផទៀងផ្លទ ត់ថ្ន ( ) 3sinf x x=  ជាអន គម្ន៍លសសនិងលទ្បើាម្តនម្លភាពពិតលដើម្បើបរហ ញថ្ន  
3

3

1
0 sin 1xdx    
75-76. លទ្បើទ្កាបលដើម្បើរែតនម្លនននផទកដលសេិតលៅលទ្កាម្ទ្កាបរបស់អន គម្ន៍កដលឲ្យ។ រែនផទែន ងច

លមល ះកដលឲ្យ 

75. 2 1, 0 1y x x= +     

76. 2sin sin 2 , 0y x x x = −     

77. គ នា ( )
2

23 4
_2

x x dx+ −  លោយសរលសរវាជាផលបូែននពើរអ ាំងលតទ្កាលនិង  

79. លតើតាំបន់ណាម្៊ួយនននផទខាងលទ្កាម្មនតនម្លលសមើគន  ?ល ត អវើ? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

85. ទ្បសិនលបើ f  ជាអន គម្ន៍ជាប់ និង ( )
4

0
10f x dx =  រែ ( )

2

0
2f x dx  ។ 
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86. ទ្បសិនលបើ f  ជាអន គម្ន៍ជាប់ និង ( )
9

0
4f x dx =  រែ ( )

3
2

0
xf x dx  ។ 

87. ទ្បសិនលបើ f  ជាអន គម្ន៍ជាប់លលើ  ទ្សាយបញ្ា ែ់ថ្ន 

  ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x dx

−

−
− =   សទ្មប់ែរ ើ កដល ( ) 0f x   និង 0 a b   គូរ

ដាទ្កាម្និងបែទ្សាយសម្ើការធ្រ ើ មទ្តកដលលសមើលៅនិងនផទទ្ែឡា ។ 

88. ទ្បសិនលបើ f  ជាអន គម្ន៍ជាប់លលើ  ទ្សាយបញ្ា ែ់ថ្ន 

  ( ) ( )
b b c

a a c
f x c dx f x dx

+

+
+ =    

 សទ្មប់ែរ ើ កដល ( ) 0f x   គូរដាទ្កាម្និងបែទ្សាយសម្ើការធ្រ ើ មទ្តកដលលសមើលៅនឹង
នផទទ្ែឡា ។ 

89. ទ្បសិនលបើ a  និង b  ជាចាំន៊ួនគត់វជិាមន។ ចូរបរហ ញថ្ន  

  ( ) ( )
1 1

0 0
1 1

b aa bx x dx x x dx− = −    
90. ទ្បសិនលបើ f  ជាប់លលើចលនាល ះបិរ  0,  ាង u x= −  លដើម្បើបរហ ញថ្ន 

  ( ) ( )
0 0

sin sin
2

xf x dx f x dx
 

=    
91. លទ្បើាម្លាំហាត់ 90 ខាងលលើលដើម្បើគ នាអ ាំងលតទ្កាល 

  20

sin

1 cos

x x
dx

x



+   
92. ( )a  ទ្បសិនលបើ f  ជាអន គម្ន៍ជាប់ ចូរទ្សាយថ្ន 

  ( )
/2 /2

2

0 0
cos sinf x dx xdx

 

=    
      ( )b  លទ្បើាម្ ( )a  ចូរគ នា

/2
2

0
cos xdx



  និង 
/2

2

0
sin xdx



    

True-False Quiz 

1. ទ្បសិនលបើ f  ជាប់លលើចលនាល ះបិរ  ,a b  លនាះ 
 ( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx+ = +     ។ 
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2. ទ្បសិនលបើ f  និង g  គឺជាអន គម្ន៍ជាប់លលើចលនាល ះ  ,a b  លនាះ  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx=       

3. ទ្បសិនលបើ f  ជាប់លលើចលនាល ះ  ,a b  លនាះ ( ) ( )5 5
b b

a a
f x dx f x dx=    

4. ទ្បសិនលបើ f  ជាប់លលើចលនាល ះ  ,a b  លនាះ ( ) ( )
b b

a a
xf x dx x f x dx=    

 

5. ទ្បសិនលបើ f  ជាប់លលើចលនាល ះ  ,a b  និង ( ) 0f x   លនាះ ( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx=    

6.  ទ្បសិនលបើ 'f  ជាប់លលើចលនាល ះ  1,3  លនាះ ( ) ( ) ( )
3

1
' 3 1f v dv f f= −   

7. ទ្បសិនលបើ f  និង g  ជាអន គម្ន៍ជាប់ ល ើយ ( ) ( )f x g x  លៅលពលកដល a x b   លនាះ  

( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx   

8.  ទ្បសិនលបើ f   និង g  ជាឌ្ើលផរ  ង់កសយល និង ( ) ( )f x g x  កដល a x b   លនាះលគបាន 
 ( ) ( )' 'f x g x កដល a x b    

9. ទ្សាយថ្ន  ( )

1
5 9

21 4

sin
6 0

1

x
x x dx

x
−

 
 − + =
 +
 


  

10. ទ្សាយថ្ន  ( ) ( )
5 5

2 2

5 0
2ax bx c dx ax c dx

−
+ + = +   

11. បរហ ញថ្ន ទ្គប់អន គម្ន៍ជាប់ទា ាំងអស់គឺមនអន គម្ន៍លដរ ើលវ។ 

12. បរហ ញថ្ន ទ្គប់អន គម្ន៍ជាប់ទា ាំងអស់មន antiderivatives។ 

13. ទ្សាយថ្ន  
2 2 23 5 3

0 0 5

x x xe dx e dx e dx= +    

14. ទ្បសិនលបើ ( )
1

0
0f x dx =   លនាះ ( ) 0f x =  កដល 0 1x   ។ 



  

 

 250  

 

15. ទ្បសិនលបើ f  ជាអន គម្ន៍ជាប់លលើចលនាល ះ  ,a b  លនាះ ( )( ) ( )
b

a

d
f x dx f x

dx
=   

16. រែ ( )
2

3

0
x x dx−  ាងឲ្យនផទកដលសេិតលៅលទ្កាម្ទ្កាប 3y x x= −  ។ 

17. រែ  
1

42

1 3

8
dx

x−
= − ។ 

18. ទ្បសិនលបើ f  មិ្នជាប់លៅទ្តង់ 0  លនាះ ( )
1

1
f x dx

−  មិ្នមនតនម្លលរ។ 

លាំហាត់អន វតត 

3. គ នា ( )
1

2

0
1x x dx+ −  លោយបែទ្សាយវាែន ងទ្ែុម្នននផទ។ 

5. ទ្បសិនលបើ ( )
6

0
10f x dx =  និង ( )

4

0
7f x dx =  រែ ( )

6

4
f x dx  ។ 

7. រូបខាងលទ្កាម្លនះបរហ ញពើទ្កាបនន , 'f f  និង ( )
0

x

f t dt  ។ ោែ់លឈាម ះទ្កាប រ៊ួចពនយល់ពើជាំ
លរ ើសរបស់អនែ។ 

 

 

 

 

 

 

8. គ នា ៖  

( )a  ( )
1

arctan

0

xd
e dx

dx   

( )b  1
arctan

0

xd
e dx

dx 
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( )c  arctan

0

x
td

e dt
dx 

  

9-38 គ នាតនម្លននអ ាំងលតទ្កាល 

9. ( )
2

3 2

1
8 3x x dx+      10. ( )4

0
8 7x x dx



− +   

11. ( )
1

9

0
1 x dx−      12. ( )

1 9

0
1 x dx−   

13. 
2

9

1

2u u
du

u

−
      14. ( )

21
4

0
1u du+   

15. ( )
1 5

2

0
1y y dy+      16. 

2
2 3

0
1y y dy+   

17. 
( )

5

21 4

dt

t −
      18.  ( )

1

0
sin 3 t dt   

19. ( )
1

2 3

0
cosv v dv      20. 1

21

sin

1

x
dx

x− +   

21. 

4
/4

/4

tan

2 cot

t t
dt

t



− +     22. 
1

20 1

x

x

e
dx

e+   

23. 
2

1 x
dx

x

− 
 
 
      24. 10

21 4

x
dx

x −   

25.  
2

2

4

x
dx

x x

+

+
      26. 

2csc

1 cot

x
dx

x+
  

27. sin cost tdt       28. ( )sin cos cosx x dx   

29. 
xe

dx
x

       30. ( )cos ln x
dx

x   

31. ( )tan ln cosx x dx     32. 
41

x
dx

x−
   
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33. 
3

41

x
dx

x+
     34. ( )sinh 1 4x dx+   

35. sec tan

1 sec
d

 


+      36. ( )
/4 3 2

0
1 tan sect tdt



+   

37. 
3

2

0
4x dx−      38. 

4

0
1x dx−   

39-40 គ នាអ ាំងលតទ្កាលមិ្នែាំ ត់ខាងលទ្កាម្ ។ អធិ្បាយនិងពិនិតយលម្ើលចលម្លើយរបស់អនែ
លោយគូរទ្កាបននអន គម្ន៍ទា ាំងពើរ លោយដឹងថ្ន ( )0c =   

39. 
cos

1 sin

x
dx

x+
   

40. 

3

2 1

x
dx

x +
   

41. គូរទ្កាបកដលឲ្យលោយអន គម្ន៍ គ នាតនម្លនផទទ្ែឡាននតាំបន់កដលបនាទ ត់សេិតលៅលទ្កាម្
ទ្កាប y x x=  លៅចលនាល ះ 0 4x   ។ 

42. គូរទ្កាបននអន គម្ន៍ ( ) 2cos sinf x x x=  និងលទ្បើទ្កាបលនះលដើម្បើទ្សាយពើតនម្លននអ ាំងលត
ទ្កាល ( )

2

0
f x dx



  ។ បនាទ ប់ម្ែគ នាតនម្លអ ាំងលតទ្កាលកដលគ ាំទ្រកាទ្សាយរបស់អនែ។ 

43-48 រែលដរ ើលវននអន គម្ន៍ខាងលទ្កាម្៖ 

43. ( )
2

30 1

x t
F x dt

t
=

+     44. ( )
1

sin
x

F x t tdt= +   

45. ( ) ( )
4

2

0
cos

x

g x t dt=      46. ( )
2

sin

41

1

1

x t
g x dt

t

−
=

+   

47. 
t

x

x

e
y dt

t
=       47. ( )

3 1
4

2
sin

x

x
y t dt

+

=     

49-50  Use លែខ ៈ 8 ននអ ាំងលតទ្កាលលដើម្បើគ នាតនម្លននអ ាំងលតទ្កាលខាងលទ្កាម្៖ 

49. 
3

2

1
3x dx+       50. 5

3

1

1
dx

x +   
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51-54 លទ្បើលែខ : ននអ ាំងលតទ្កាលលផទៀងផ្លទ ត់វសិម្ើការខាងលទ្កាម្៖ 

51. 1
2

0

1
cos

3
x xdx       52. 

/2
1

/4
sin / 4xdx




−    

53. 
1

0
cos 1xe xdx e −     54. 

1
1

0
sin / 4x xdx −     

55. លទ្បើចាប់ចាំ  ចែណាដ លកដល 6n =    លដើម្បើរែតនម្លទ្បក លនន ( )
3

3

0
sin x dx   

56. ភាគល អិតម្៊ួយបានផ្លល ស់រើលលើគនលងទ្តង់ម្៊ួយជាម្៊ួយនិងលលបឿនាងលោយអន គម្ន៍ 
 ( ) 2v t t t= − កដល v  គិតជា /m s  ។ រែ ( )a  រែបមល ស់រើ និង ( )b  រែចមា យចរកដលភាគល អិតផ្លល ស់រើ
លលើគនលងចលនាល ះលពល 0,5  ។ 

57. លគឲ្យ ( )r t   ជាអទ្ាកដលលទ្បងែន ងពិភពលោែបានបាត់បង់ លៅលពល t  គិតជាឆ្ន ាំកដលចាប់លផតើ
ម្ពើ 0t =  ែន ងនថារើ 1 កខ្ ម្ែរា ឆ្ន ាំ 2000 ។ និង ( )r t  គិតជាបារ  តែន ងម្៊ួយឆ្ន ាំ ។ លតើ ( )

8

0
r t dt  មនតនម្លលសមើ

រប  នាម ន? 

58. ទ្បព័នធរាោបានចាប់យែលលបឿនននអនែរត់មន ែ់លៅខ្ :លពលដូចខាងលទ្កាម្។ លទ្បើាម្ចាប់
ចាំ  ចែណាដ លលដើម្បើគ នាចមា យននអនែរត់ែន ងចលមល ះលពល 5s   

( )t s   ( )/v m s    ( )t s   ( )/v m s   
0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

0 

4.67 

7.34 

8.86 

9.73 

10.22 

 3.0 

3.5 

4.0 

4.5 

5.0 

10.51 

10.67 

10.76 

10.81 

10.81 
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59.  វូងសតវឃម ាំម្៊ួយទ្ែុម្មនអទ្ាលែើនល ើង ាងលោយ ( )r t  ែាលែន ងម្៊ួយសបាដ  ៍ ដូចមន
បរហ ញាម្ទ្កាប r  ខាងទ្កាម្។ លទ្បើាម្ចាប់ ននចាំ  ចែណាដ លជាម្៊ួយនឹង 6 ឯែាលដើម្បើគ នា
ែាំល ើ នននសតវឃម ាំែន ងចលនាល ះលពល 24 សបាដ  ៍ដាំបូង។ 

 

 

 

 

 

 

60. លគឲ្យ  
( )

2

1, 3 0

2 , 0 1

x x
f x

x x

− − −  
= 

− −    

គ នា ( )
1

3
f x dx

−  បែទ្សាយអ ាំងលតទ្កាលលដើម្បើរែនផទរបស់វា។  

61. ទ្បសិនលបើ f  ជាអន គម្ន៍ជាប់ និង ( )
2

0
6f x dx =  គ នាតនម្ល ( )

/2

0
2sin cosf d



    ។  

63. គ នាតនម្លននចាំន៊ួនគត់ c   កដលជានផទសេិតលៅខាងលទ្កាម្ននទ្កាប sinhy cx=  កដលសេិតលៅ
ចលនាល ះ 0x =  និង 1x =  គឺវាមនតនម្លលសមើរ 1 ។ 

65. ទ្បសិនលបើ f  ជាអន គម្ន៍ជាប់ កដលមន ( ) ( ) ( )2

1 1
1

x x
x tf t dt x e e f t dt−= − +   ទ្គប់តនម្ល 

x ។ 

ចូររែរូបម្នដជាែ់ោែ់របស់ ( )f x  ។ 
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 66. សនមត់ថ្ន h  ជាអន គម្ន៍ កដល 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, ' 1 2, '' 1 3, 2 6, ' 2 5, '' 2 13h h h h h h= − = = = = = និង ''h  គឺជាអន គម្ន៍ជាប់ទ្គប់ 

តនម្ល។ គ នា  ( )
2

1
"h u du ។ 

67. ទ្បសិនលបើ 'f  ជាអន គម្ន៍ជាប់លលើចលនាល ះ ,a b   ។ ចូរបរហ ញថ្ន 
 ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 '
b

a
f x f x dx f b f a= −       ។ 

68. រែ  
2

3

20

1
lim 1

h

h
t dt

h

+

→
+ ។ 

69. ទ្បសិនលបើ f  ជាប់លលើចលនាល ះ  0,1  ។ទ្សាយថ្ន ( ) ( )
1 1

0 0
1f x dx f x dx= −   ។ 

70. គ នា  

9 9 9 9
1 1 2 3

lim ......
n

n

n n n n n→

        
+ + + +        

            

71. ឧបមថ្ន f  ជាអន គម្ន៍ជាប់កដល ( ) ( ) ( )0 0, 1 1, ' 0f f f x= =   និង ( )
1

0

1

3
f x dx =  ។ 

រែតនម្លននអ ាំងលតទ្កាល ( )
1

1

0
f y dy−

  ។ 

លាំហាត់   

1. ទ្បសិនលបើ ( )
2

0
sin

x

x x f t dt =   លៅលពលកដល f  ជាអន គម្ន៍ជាប់។ រែ ( )4f  ។ 

2. រែតនម្លអតិបរមិរនននផទកដលសេិតលៅកផនែខាងលទ្កាម្ននទ្កាប 1/y x x= +  កដលគិតពើ x a=  
លៅ 1.5x a= +  ទ្គប់តនម្ល 0a   ។ 

3. ទ្បសិនលបើ 
( )

44 2

0

x
e dx k

−
=  ។ រែតនម្លនន 

( )
44 2

0

x
xe dx

−

  ។ 

5. ទ្បសិនលបើ ( )
( )

30

1

1

g x

f x dt
t

=
+

  កដល ( ) ( )21 sing x t dt = +
 

។ រែ ( )' / 2f   

6. ទ្បសិនលបើ ( ) ( )2 2

0
sin

x

f x x t dt=   រែ ( )'f x  ។  
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7. គ នា 
( )

1/

00

1
lim 1 tan 2

x t

x
t dt

x→
−  

8. ែន ងរូបកដលបានបរហ ញទា ាំងពើរកផនែរើម្៊ួយគឺ ( )A t  គឺជានផទកដលបានបរហ ញខាងលទ្កាម្ននទ្កាប 
( )2siny x=  គិតពើ 0  លៅ t  និង ( )B t  គឺជានផទននទ្តើលកា កដលផា ាំលោយ , ,o P  និង ( ),0t  ។  

រែលើម្ើត  ( ) ( )
0

lim /
t

A t B t
+→  ។ 

 

 

 

 

 

 

9. រែចលនាល ះ  ,a b  លដើម្បើគ នាតនម្លននអ ាំងលតទ្កាល ( )22
b

a
x x dx+ −  មនតនម្លអតិបរមិរ។ 

10. លទ្បើអ ាំងលតទ្កាលលដើម្បើគ នាផលបូែ 
10000

1i

i
=

  ។ 

11. ( )a  គ នា 
0

n

x dx    លៅលពលកដល n  ជាចាំន៊ួនគត់វជិាមន។ 

 ( )b គ នា b

a
x dx    លៅលពលកដល a  និង b  ជាចាំន៊ួនពិតកដល 0 a b   ។ 

12. រែ ( )
2

sin
4

2 0 1
1

x td
u du dt

dx
+    

13. ឧបមថ្នលម្គ  ននគូបម្៊ួយាងលោយ ( ) 2 3P x a bx cx dx= + + +  បាំលពញលោយសម្ើការ  

0
2 3 4

b c d
a + + + =  បរហ ញថ្នសម្ើការ ( ) 0P x =  មនឬសម្៊ួយលៅចលនាល ះ 0  និង 1 ។ លតើអនែអច

ទាញជារូលៅននលរធផលសទ្មប់ដឺលទ្ែរើ n  បានកដរលឺរ?  
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14. បរហ ញថ្នទ្បសិនលបើ f  ជាអន គម្ន៍ជាប់លនាះ ( )( ) ( )( )0 0 0

x x u

f u x u du f t dt du− =    ។ 

15. គ នា 
1 1 1

lim .....
2 2 2n n n n n n n→

 
+ + + 

+ + +   ។ 

 

 

 រមរ ៀនទ្យ៣ី      តិននិនអាងំរតស្រកាល 

៣.ក. ចាប់រផតើម 

លយើងបានសិែារ៊ួចម្ែល ើយចាំល ះការគ នាអ ាំងលតទ្កាលននអន គម្ន៍ម្៊ួយ។លបើាម្ទ្រឹសតើបរ
មូ្លោា នទ្គឹះគ នា(Fundamental Theorem of Calculus(លយើងអចគ នាអ ាំងលតទ្កាលននអន 
គម្ន៍ម្៊ួយបាន លបើសិនជាលយើងសាា ល់ទ្ពើម្ើរើវរបស់វា។  ខាងលទ្កាម្លនះជារូបម្នតអ ាំងលតទ្កាលសាំខាន់កដល
លយើងបានលរៀនែនលងម្ែ៖ 

∫ 𝑎𝑑𝑥  = 𝑎𝑥 + 𝐶,   𝑎, 𝐶 ជាចាំន៊ួនលថរ 

∫ 𝑥𝑛  𝑑𝑥  =
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝐶,   (𝑛 ≠ −1) 

∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ln 𝑥 + 𝐶 

∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶 

∫ 𝑎𝑥𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

ln 𝑎 
+ 𝐶 

∫ sin 𝑥 𝑑𝑥 = − cos 𝑥 + 𝐶 

∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶 
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∫ sec2 𝑥 𝑑𝑥 = tan 𝑥 + 𝐶 

∫ csc2 𝑥 𝑑𝑥 = − cot 𝑥 + 𝐶 

∫ sec 𝑥 ⋅ tan 𝑥 𝑑𝑥 = sec 𝑥 + 𝐶 

∫ csc 𝑥 ⋅ cot 𝑥 𝑑𝑥 = − csc 𝑥 + 𝐶 

∫ sinh 𝑥 𝑑𝑥 = cosh 𝑥 + 𝐶 

∫ cosh 𝑥 𝑑𝑥 = sinh 𝑥 + 𝐶 

∫ tan 𝑥 𝑑𝑥 = ln | sec 𝑥 | + 𝐶 

∫ cot 𝑥 𝑑𝑥 = ln | sin 𝑥 | + 𝐶 

∫
1

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =

1

𝑎
tan−1 (

𝑥

𝑎
) + 𝐶, 𝑎 > 0 

∫
1

√𝑎2 − 𝑥2
𝑑𝑥 = sin−1 (

𝑥

𝑎
) + 𝐶,   𝑎 > 0 

∫
1

√𝑥2 − 𝑎2
𝑑𝑥 = cosh−1 (

𝑥

𝑎
) + 𝐶 = ln (𝑥 + √𝑥2 − 𝑎2) + 𝐶 

ការគ នាអ ាំងលតទ្កាល មិ្នស រធកតលយើងអចគ នាទា ាំងអស់លនាះលរ អន គម្ន៍ខ្លះរយទ្សួល
ែន ងរែ អន គម្ន៍ទ្ពើម្ើរើវ អន គម្ន៍ខ្លះមនការពិបាែែន ងរែ អន គម្ន៍ទ្ពើម្ើរើវ និង ម្៊ួយចាំន៊ួនលរៀតព ាំមនទ្ពើ
ម្ើរើវលរ។ ចាំល ះអន គម្ន៍កដលគម នទ្ពើម្ើរើវ ឬរែទ្ពើម្ើរើវ មិ្នលឃើញគឺមិ្នអចគ នាអ ាំងលតទ្កាលបាន
លរ។ 
លៅែន ងជាំពូែលនះ លយើងនឹងសិែាបកនេម្លរៀតអាំពើតិចនិចននការគ នាអ ាំលតទ្កាល ចាំល ះអន គម្ន៍មន
លែខ ៈសម គសាម ញបកនេម្លរៀត ។ លយើងនឹងលទ្បើទ្បាស់រូបម្នតកដលលយើបានលរៀនែនលងម្ែ ភាា ប់ជាម្៊ួយវធិ្ើសា
ង្គ្សតថមើលដើម្បើគ នាអ ាំងលតទ្កាលលលើអន គម្ន៍កដលលាំបាែទា ាំងលនាះ។  តិចនិចននការគ នាអ ាំងលតទ្កាល
ននអន គម្ន៍ទា ាំងលនាះគឺរ៊ួម្មន ការគ នាអ ាំងលតទ្កាល លោយបតូ រអលថរ លោយកផនែ លទ្បើថ្នន ែ់ននអន គម្ន៍
ពិលសស ដូចជាអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត និង អន គម្ន៍សនិទាន។ 
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៣.ខ. អាងំរតស្រកាលរោយបតូ អរល ( លំកឹ)  

ការបតូ រអលថរែន ងការគ នាអ ាំងលតទ្កាល លធ្វើល ើងលដើម្បើរយទ្សួលែន ងការរែអន គម្ន៍ទ្ពើម្ើរើវកត
ប  នលនាះ។ វាលែើតលចញពើចាប់ទ្ចវា ែ់(Chain Rule( ឬ ទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍បណាត ែ់។ 

លបើ 𝑓: ℝ → ℝ មនលដរ ើលវនិង 𝑔: ℝ → ℝ មនលដរ ើលវលលើ 𝑓(ℝ)ាង ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) ។ ាម្ទ្រឹសដើ
បរននអន គម្ន៍បណាត ែ់ ℎ មនលដរ ើលវ។  

 [𝑔(𝑓(𝑥))]′ = 𝑓′(𝑥)𝑔′(𝑓(𝑥)) 
ាម្ Fundamental Theorem of Calculus លគបាន 

∫ 𝑔′(𝑓(𝑥)) ⋅ 𝑓′(𝑥) dx = 𝑔(𝑓(𝑥)) + C 

លបើលយើងាង 𝑢 = 𝑓(𝑥) លនាះ 𝑑𝑢 = 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥   លគបាន  

∫ 𝑔′(𝑢)𝑑𝑢  = 𝑔(𝑢) + 𝑐 

ឧទា រ ៍១៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល ∫ xe𝑥2
dx។ 

សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 ាង  𝑢 = 𝑥2 ⟹ 𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥   លនាះលគបាន 𝑑𝑥 =
𝑑𝑢

2
 

∫ 𝑥𝑒𝑥2
𝑑𝑥 = ∫

𝑒𝑢𝑑𝑢

2
=

1

2
𝑒𝑢 + 𝐶 =

1

2
𝑒𝑥2

+ 𝐶 

 

ឧទា រ ៍២៖ 

 សិែាតិចនិចលោយការលទ្បៀបលធ្ៀបនូវការគ នាអ ាំងលតទ្កាល ចាំន៊ួនបើកដលមនរាំរង់ទ្ស
លដៀងគន ៈ 
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ែ. ∫
4

𝑥2 + 9
𝑑𝑥 

ខ្. ∫
4𝑥

𝑥2 + 9
𝑑𝑥 

គ. ∫
4𝑥2

𝑥2 + 9
𝑑𝑥 

ែ.ាម្ារាងរូបម្នត 

∫
4

𝑥2 + 9
𝑑𝑥 = 4 ∫

1

𝑥2 + 32
𝑑𝑥 =

4

3
tan−1 (

𝑥

3
) + 𝐶 

ខ្.ាម្វធិ្ើលោយបតូ រអលថរ 𝑢 = 𝑥2 + 9 លនាះ 𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥 លគបាន៖ 

∫
4𝑥

𝑥2 + 9
𝑑𝑥 = 2 ∫

2𝑥

𝑥2 + 32
𝑑𝑥 

= 2 ∫
𝑑𝑢

𝑢
 

= 2𝑙𝑛 |𝑢| + 𝐶 
= 2𝑙𝑛(𝑥2 + 9) + 𝐶  

គ. ែរ ើ លនះលយើងសលងកតលឃើញថ្ន ដឺលទ្ែព  ធាភាគយែ និងព  ធាភាគកបង លសមើគន  លនាះលគអច
កចែ លដើម្បើររ៊ួលបានអន គម្ន៍សនិទាន កដលភាគយែមនកដលទ្ែទាបជាងភាគកបង។  

∫
4𝑥2

𝑥2 + 9
𝑑𝑥 = 4 ∫

𝑥2 + 9 − 9

𝑥2 + 9
𝑑𝑥 

= 4 ∫ (
𝑥2 + 9

𝑥2 + 9
−

9

𝑥2 + 9
) 𝑑𝑥 

= ∫ 4 𝑑𝑥 − ∫
36

(𝑥2 + 32)
𝑑𝑥 

= 4𝑥 − 12 tan−1 (
𝑥

3
) + 𝐶  

ាម្រយះដាំលណាះទ្សាយខាងលលើលនះលយើងសលងកតលឃើញថ្នការគ នាអ ាំងលតទ្កាលគឺមនលែខ
 ៈបរកបនលៅាម្រលបៀបលផសងៗគន   គឺលបើអចគ នាបាន លនាះលយើងនឹងខិ្តខ្ាំរែវធិ្ើណាកដលមនលែខ
 ៈរយជាងលគាម្កតអចលធ្វើបាន។ 

លាំហាត់ 
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1-4:  លទ្ជើសលរ ើសចលម្លើយកដលទ្តឹម្ទ្តូវ ចាំល ះអន គម្ន៍ ទ្ពើម្ើរើវ 

 1).𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥

√𝑥2+1
 

(𝑎). 2√𝑥2 + 1 + 𝐶                  (𝑏). √𝑥2 + 1 + 𝐶 

(𝑐).
1

2
√𝑥2 + 1 + 𝐶               (𝑑). ln(𝑥2 + 1) + 𝐶 

 2). 𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥

𝑥2+1
 

(𝑎). ln √𝑥2 + 1 + 𝐶 (𝑏).
2𝑥

(𝑥2 + 1)2
+ 𝐶

(𝑐). tan−1 𝑥 + 𝐶 (𝑑). ln(𝑥2 + 1) + 𝐶

 

 3). 𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑥2+1
 

(a). ln(√𝑥2 + 1) + 𝐶 (𝑏).
2𝑥

(𝑥2 + 1)2
+ 𝐶 

(𝑐). tan−1 𝑥 + 𝐶 (𝑑). ln(𝑥2 + 1) + 𝐶

 

 4). 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 cos(𝑥2 + 1) 

(𝑎).  2𝑥 sin(𝑥2 + 1) + 𝐶 (𝑏). −
1

2
sin(𝑥2 + 1) + 𝐶

(𝑐).
1

2
sin(𝑥2 + 1) + 𝐶 (𝑑). −2𝑥 sin(𝑥2 + 1) + 𝐶 

 

 

5-14: លទ្ជើសលរ ើសរូបម្នតអ ាំងលតទ្កាល លទ្បើលដើម្បើគ នាអ ាំងលតទ្កាល 

5. ∫(5𝑥 − 3)2𝑑𝑥 6.  ∫
2𝑥 + 1

𝑥2 + 𝑥 − 4
𝑑𝑥

7.  ∫
1

√𝑥(1 − 2√𝑥)
𝑑𝑥 8.  ∫

2

(2𝑥 − 1)2 + 4
𝑑𝑥

9.  ∫
3

√1 − 𝑡2
𝑑𝑡 10.  ∫ −

2𝑥

√𝑥2 − 4
𝑑𝑥

 

11.  ∫ 𝑡 sin 𝑡 𝑑𝑡 12.  ∫ sec 5𝑥 tan 5𝑥 𝑑𝑥

13.  ∫(cos 𝑥)𝑒sin 𝑥 𝑑𝑥 14.  ∫
1

𝑥√𝑥2 − 4
𝑑𝑥
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15-52: គ នាអ ាំងលតទ្កាល 

15.  ∫ 14(𝑥 − 5)6𝑑𝑥 16.  ∫
9

(𝑡 − 8)2
𝑑𝑡 

17.  ∫
7

(𝑧 − 10)7
𝑑𝑧 18.  ∫ 𝑡2 √𝑡3 − 1

3
𝑑𝑡 

19.  ∫ [𝑣 +
1

(3𝑣 − 1)3
] 𝑑𝑥 20.  ∫ [𝑥 −

5

(3𝑥 + 5)2
] 𝑑𝑥

21.  ∫
𝑡2 − 3

−𝑡2 + 9𝑡 + 1
𝑑𝑥 22.  ∫

𝑥 + 1

√𝑥2 + 2𝑥 − 4
𝑑𝑥

 

23.  ∫
𝑥3

𝑥 − 1
𝑑𝑥 24.  ∫

4𝑥

𝑥 − 8
𝑑𝑥

25.  ∫
𝑒𝑥

(1 + 𝑒𝑥)
𝑑𝑥 26.  ∫ (

1

7𝑥 − 2
−

1

7𝑥 + 2
 ) 𝑑𝑥

27.  ∫(5 + 4𝑥2)2𝑑𝑥 28.  ∫ 𝑥 (1 +
1

𝑥
)

3

𝑑𝑥

 

29.  ∫ 𝑥 cos 2𝜋𝑥2 𝑑𝑥 30.  ∫ sec 4𝑥 𝑑𝑥

31.  ∫ csc 𝜋𝑥 cot 𝜋𝑥 𝑑𝑥 32.  ∫
sin 𝑥

√cos 𝑥 
 𝑑𝑥

33.  ∫ 𝑒11𝑥𝑑𝑥 34.  ∫ csc2 𝑥 𝑒cot 𝑥  𝑑𝑥

 

35.  ∫
2

𝑒−𝑥 + 1
𝑑𝑥 36.  ∫

5

3𝑒𝑥 − 2
𝑑𝑥

37.  ∫
ln 𝑥2

𝑥
𝑑𝑥 38.  ∫(tan 𝑥)[ln(cos 𝑥)]𝑑𝑥

39.  ∫
1 + sin 𝑥

cos 𝑥
𝑑𝑥 40.  ∫

1 + cos 𝛼

sin 𝛼
𝑑𝛼

 

41.  ∫
1

cos 𝜃 − 1
𝑑𝑥 42.  ∫

2

3(sec 𝑥 − 1)
𝑑𝑥

43.  ∫ −
1

√1 − (4𝑡 + 1)2
𝑑𝑥 44.  ∫

1

9 + 5𝑥2
𝑑𝑥

45.  ∫
tan (

2
𝑡)

𝑡2
𝑑𝑥 46.  ∫

𝑒
1
𝑡

𝑡2
𝑑𝑥
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47.  ∫
1

√10𝑥 − 𝑥2
𝑑𝑥 48.  ∫

1

(𝑥 − 1)(√4𝑥2 − 8𝑥 + 3)
𝑑𝑥

49.  ∫
4

4𝑥2 + 4𝑥 + 65
𝑑𝑥 50.  ∫

1

𝑥2 − 4𝑥 + 9
𝑑𝑥

51.  ∫
1

√1 − 4𝑥 − 𝑥2
𝑑𝑥 52.  ∫

12

√3 − 8𝑥 − 𝑥2
𝑑𝑥

 

៣.គ. គណនាអាងំរតស្រកាលាមថ្ផៃក 

តិចនិចរូលៅននការគ នាអ ាំងលតទ្កាលគឺជាការគ នាអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែ។ លៅែន ងវធិ្ើ
គ នាអ ាំងលតទ្កាល លោយកផនែគឺទាម្ទារឱ្យលយើងកសវងយល់និងចងចា ាំនូវរូបម្នតមូ្លោា នដាំបូលៗននអ ាំង
លតទ្កាលកដលបានលរៀនែនលងម្ែលៅលម្លរៀនអ ាំងលតទ្កាល។  

លបើលយើងមនពើរអន គម្ន៍ 𝑓  និង 𝑔 ជាពើរអន គម្ន៍មនឌ្ើលផរ  ងកសយល លនាះ 
𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)] = 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥) + 𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥) 

ាម្ទ្រឹសដើបរ Fundamental of Calculus លយើងបាន 

∫[𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥) + 𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥)]𝑑𝑥  = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 

 ឬ 

∫  𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − ∫ 𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥              [1] 

សម្ើការ[1] លៅថ្ន រូបម្នតអ ាំងលតទ្កាល លោយកផនែ។ រូបម្នតលនះ លគនិយម្សរលសរវា លោយបតូ រ លៅ
ជា 𝑢 = 𝑓(𝑥) និង 𝑣 = 𝑔(𝑥) លនាះ លគបាន 𝑑𝑢 = 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 និង 𝑑𝑣 = 𝑔′(𝑥)𝑑𝑥  ជាំន៊ួសែន ង[1] លគបាន 

 

∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢        [2] 

ឧទា រ ៍3៖ 

  គ នាអ ាំងលតទ្កាល ∫ xsin xdx ។ 
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សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 ាម្ទ្រឹសតើ[1],លយើងាង f(x) = x  និង g′(x) = sin x។ លនាះលយើងបាន f′(x) = 1  និង
 g(x) = −cos x។  ាម្រូបម្នត លោយកផនែ 

∫ x sin 𝑥 dx = f(x)g(x) − ∫ g(x)f′(x)  dx 

= 𝑥(−𝑐𝑜𝑠 𝑥) − ∫(−𝑐𝑜𝑠 𝑥)  𝑑𝑥 

= −𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 + ∫ 𝑐𝑜𝑠 𝑥  𝑑𝑥 
= −𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐶 

ាម្ទ្រឹសតើបរ[2], លយើងាង 
𝑢 = 𝑥 𝑑𝑣 = sin 𝑥 𝑑𝑥

លនាះ 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 𝑣 = − cos 𝑥
 

លគបាន  

∫ 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑑𝑥  = ∫ 𝑢𝑑𝑣  = 𝑢𝑣 − ∫ 𝑣𝑑𝑢  

= 𝑥(−𝑐𝑜𝑠 𝑥) − ∫(−𝑐𝑜𝑠 𝑥)𝑑𝑥  

= −𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 + ∫  𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑑𝑥 

= −𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝐶 

 

សមា ល់ៈ បាំល ះការាងអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែ មិ្នកម្នលចះកតាង សទ្មប់ 𝑢  និង 𝑑𝑣 លរ គឺ
កាតាងលនាះទ្តូវលធ្វើងល ើងោ ងណា ឱ្យអ ាំងលតទ្កាល ∫  𝑣𝑑𝑢 រយទ្សួលជាងម្ ន។ ែន ងែរ ើ
ឧទា រ ៍ខាងលលើ លបើសិនជាលយើងាង  𝑢 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 និង 𝑑𝑣 = 𝑥𝑑𝑥  លនាះលយើងបាន 𝑑𝑢 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 និង
 𝑣 =

𝑥2

2
 ដូចលនះលយើងបានអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែ 

∫ 𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 =
𝑥2

2
sin 𝑥 −

1

2
∫ 𝑥2 cos 𝑥 𝑑𝑥 
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ចាំល ះការាងកបបលនះ គឺលយើងររ៊ួលបានអ ាំងលតទ្កាល ∫ 𝑥2 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥  មនការពិបាែជាងម្ ន
ែន ងការគ នា។ ដូចលនះលគាង𝑢 = 𝑓(𝑥) កដលលដរ ើលវរបស់វាមនលែខ ៈរយជាងម្ ន(មិ្នសម គ
សាម ញ(ដូចគន ចាំល ះការាង 𝑑𝑣 = 𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 កដលលយើងទ្បាែដថ្នអចគ នា 𝑣 បាន។ 

ឧទា រ ៍៤៖ 

 គ នាតនម្ល ∫  ln xdx ។ 

សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 ាង u = lnx និង dv = dx លគបាន du =
1

𝑥
dx និង v = x។ លនាះលយើងបាន 

∫ 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥  = 𝑥𝑙𝑛 𝑥 − ∫  𝑑𝑥 
= 𝑥𝑙𝑛 𝑥 − 𝑥 + 𝐶 

ឧទា រ ៍ ៥៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល ∫  t2 et dt 

សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លយើងលឃើញរលពលលយើងលដរ ើលវ អន គម្ន៍ 𝑡2  លយើងនឹងររ៊ួលបានអន គម្ន៍រយជាម្ ន 
ល ើយ អន គម្ន៍ 𝑒𝑥 ជាអន គម្ន៍កដលអចគ នាអ ាំងលតទ្កាា លបាន ។ 

 ដូចលនះលយើងាង  𝑢 = 𝑡2 និង 𝑑𝑣 = 𝑒𝑡𝑑𝑡 នា ាំឱ្យ 𝑑𝑢 = 2𝑡 និង 𝑣 = 𝑒𝑡  លគបាន 

∫ 𝑡2𝑒𝑡𝑑𝑡 = 𝑡2𝑒𝑡 − 2 ∫ 𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡 

 លយើងសលងកតលឃើញថ្ន អ ាំងលតទ្កាល ∫ 𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡 គឺាម្វធិ្ើលោយកផនែម្តងលរៀតលោយ ាង 
𝑢 = 𝑡 និង 𝑑𝑣 = 𝑒𝑡𝑑𝑡 នា ាំឱ្យ 𝑑𝑢 = 𝑑𝑡និង 𝑣 = 𝑒𝑡  លគបាន 

∫ 𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡 = 𝑡𝑒𝑡 − ∫ 𝑒𝑡𝑑𝑡 

= 𝑡𝑒𝑡 − 𝑒𝑡  + 𝐶 

 ដូចលនះ លគបាន 

∫ 𝑡2𝑒𝑡𝑑𝑡  = 𝑡2𝑒𝑡 − 2 ∫ 𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡 
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= 𝑡2𝑒𝑡 − 2(𝑡𝑒𝑡 − 𝑒𝑡  + 𝐶) 

= 𝑡2𝑒𝑡 − 2𝑡𝑒𝑡 + 2𝑒𝑡 + 𝐶1, 𝐶1 = −2𝐶 

ឧទា រ ៍ ៦៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល ∫  exsin xdx ។ 

សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លយើងសលងកតលឃើញថ្ន ex  ជាអន គម្ន៍រយលៅលពលកដលលយើងលដរ ើលវ។  លនាះលយើងាង 
𝑢 = 𝑒𝑥 និង 𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 លគបាន  

𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 និង 𝑣 = −𝑐𝑜𝑠 𝑥 នា ាំឱ្យអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែគឺ 

∫ 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑑𝑥 = −𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 − ∫ 𝑒𝑥(−𝑐𝑜𝑠 𝑥)𝑑𝑥 

= −𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 + ∫ 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑑𝑥 

ែន ងែរ ើ លនះ លយើងទ្តូវគ នា ∫ 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑑𝑥 ាម្វធិ្ើលោយកផនែម្តងលរៀត។ 

លពលលនះលយើងលធ្វើដូចគន នឹងអ ាំងលតទ្កាលលលើែដាំបូងកដរ គឺ លយើងាង 𝑢 = 𝑒𝑥 និង 𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 
លនាះលគបាន 𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 និង 𝑣 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 នា ាំឱ្យអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែគឺ 

∫ excos xdx  = exsin x − ∫ exsin xdx 

ឥ ូវលនះ លយើងជាំន៊ួសែន ងអ ាំងទ្ាលខាងលដើម្ លគបាន 

∫ 𝑒𝑥𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑑𝑥   = −𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − ∫ 𝑒𝑥(− 𝑐𝑜𝑠 𝑥)𝑑𝑥  

= −𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 + ∫ 𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑑𝑥 

⟹ ∫ 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑑𝑥   = −𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − ∫ 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑑𝑥  

⇔  2 𝑐  = −𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑒^𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

ដូចលនះលគកចែអងាទា ាំងពើរលោយ 2 រ៊ួចបូែនឹងចាំន៊ួនលថរម្៊ួយ  

𝑐 = ∫  𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑑𝑥  =
1

2
(−𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥) + 𝐶 



  

 

 267  

 

ដូចគន កដរ ាម្ Fundamental of Calculus លយើងអចគ នាអ ាំងលតទ្កាលែាំ ត់លោយកផនែ
ាម្រលបៀម្ដូចគន ។ាម្រូបម្នត[1] មនន័យថ្ន លយើងលោះទ្សាយលោយលទ្បើ 𝑓  និង 𝑔  ជាពើរអន គម្ន៍ជាប់ 
មនលដរ ើលវលលើចលនាល ះ  [𝑎, 𝑏]  លគបានរូបម្នតគឺ 

∫ 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= [𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)]𝑎
𝑏 − ∫  𝑔(𝑥)𝑓′(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 ឧទា រ ៍៧៖ គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫ 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥𝑑𝑥 
1

0
   ។ 

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 ាង  𝑢 = 𝑡𝑎𝑛−1𝑥  និង  𝑑𝑣 = 𝑑𝑥  លនាះលគបាន  𝑑𝑢 =  
1

 1+𝑥2  𝑑𝑥  និង  𝑣 = 𝑥  នា ាំឱ្យ
អ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែគឺ  

∫ 𝑡𝑎𝑛−1𝑥𝑑𝑥
1

0

    = [𝑥𝑡𝑎𝑛−1𝑥]0
1  − ∫

𝑥

1 + 𝑥2
 

1

0

𝑑𝑥 

  = 1 ⋅ 𝑡𝑎𝑛−11 − 0 ⋅  𝑡𝑎𝑛−10 − ∫
𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

1

0

  

  =
𝜋

4
 − ∫

𝑥

 1 + 𝑥2
 𝑑𝑥

1

0

 

លពលលនះលយើងគ នា អ ាំងលតទ្កាល  ∫
x

1+x2 dx  ាម្វធិ្ើបតូ រអលថរ លោយ ាង 𝑡 = 1 + 𝑥2   លគ
បាន  𝑑𝑡 = 2𝑥𝑑𝑥  លបើអញ្ច ឹងលគបាន  𝑥𝑑𝑥 =

𝑑𝑡

2
   ល ើយលពលកដល  𝑥 = 0, 𝑡 = 1  និង លពល  𝑥 = 1, 𝑡 =

2  លគបាន 

∫
𝑥

1 + 𝑥2
 𝑑𝑥

1

0

  =
1

2
 ∫

𝑑𝑡

𝑡

2

1

 

  =
1

2
[ln 𝑡]1

2  

=
ln 2

2
 

ដូចលនះ   

∫ 𝑡𝑎𝑛−1𝑥𝑑𝑥
1

0

 =
𝜋

4
−

ln 2

2
    ។ 
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 ឧទា រ ៍៨៖     ទាញ បរហ ញថ្ន 

∫ sinnxdx = −
1

n
  cos x sin n −1 x +

n − 1

n
∫ sin n −2 xdx  

កដល  𝑛 ≥  2  ជាចាំន៊ួនគត់។ 

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

ចាំល ះការគ នា អ ាំងលតទ្កាល  ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥    លយើងលទ្បើវធិ្ើលោយកផនែលោយាង  𝑢 =

 𝑠𝑖𝑛𝑛−1 𝑥,   𝑑𝑣 =  𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑑𝑥   
លនាះលគបាន   𝑑𝑢 = (𝑛 − 1) 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑛 −2 𝑥𝑑𝑥, 𝑣 = − 𝑐𝑜𝑠 𝑥   

នា ាំឱ្យ    

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥  = − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ⋅  𝑠𝑖𝑛 𝑛−1 𝑥 + (𝑛 − 1) ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛−2 𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑑𝑥 

កតលោយល ត ថ្ន   𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 −  𝑠𝑖𝑛2𝑥 , លយើងបាន 

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥 = − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑛−1 𝑥 + (𝑛 − 1) ∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑛−2 𝑥𝑑𝑥 − (𝑛 − 1) ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥   

លយើងលោះទ្សាយលោយទាញរែអ ាំងលតទ្កាលកដលលយើងចង់បាន 

𝑛 ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥  = − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑛−1 𝑥 + (𝑛 − 1) ∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑛−2 𝑥𝑑𝑥 

ឬ   ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥  =
1

𝑛
 (− 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑛−1 𝑥) +

(𝑛 − 1)

𝑛
 ∫ 𝑠𝑖𝑛 𝑛−2 𝑥𝑑𝑥   

លាំហាត់២ 

 ែ. គ នាអ ាំងលតទ្កាល លោយវធិ្ើគ នាអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែាម្ការលទ្ជើសលរ ើស   
𝑢  និង  𝑑𝑣    

1. ∫ 𝑥2𝑙𝑛 𝑥𝑑𝑥  ;       𝑢 = 𝑙𝑛 𝑥, 𝑑𝑣 = 𝑥2𝑑𝑥 

   2. ∫ 𝜃  𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃  ;  𝑢 = 𝜃, 𝑑𝑣 =  𝑐𝑜𝑠𝜃 

 ខ្. គ នាអ ាំងលតទ្កាល  
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3. ∫ x cos 5xdx      4. ∫ ye0.2y dy  

  5. ∫ te−3tdt       6. ∫(x − 1) sinπ xdx   

  7. ∫(x2 + 2x) cos xdx       8. ∫ t2 sin β tdt   

  9. ∫ ln √𝑥
𝑛

  dx      10. ∫ sin−1xdx    

  11. ∫ tan−1 4tdt       12. ∫ p5ln p dp  

13. ∫ t sec 2tdt       14. ∫  s2sds 

  15. ∫(ln x)2dx      16. ∫ t sinh mt dx   

  17. ∫ e2θ   sin 3θ dθ       18. ∫ e−θ  cos 2θ dθ    

  19. ∫  z3ez dz      20. ∫ tan2xdx   

  21. ∫
xe2x

(1 + 2x)2
 dx         22. ∫( sin−1 x)2dx    

  23. ∫ x cos π xdx 

1
2

0

     24. ∫ (x2 + 1)e−xdx 
1

0

  

  25. ∫ t cosh tdt  
1

0

    26. ∫ ln y  √y  dy 
9

4

  

  27. ∫ r3ln rdr
3

1

      28. ∫ π t2  sin 2t dt 
2

0

 

  29. ∫
y

e2y
  dy

1

0

       30. ∫ tan−1 (
1

x
)  dx 

√3

1

  

  31. ∫ cos−1xdx 

1
2

0

        32. ∫
(ln x)2

x3
  dx 

2

1

 

  33. ∫ cos x ln ( sin x)dx     34. ∫
r3

√4 + r2 
   dr

1

0
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  35. ∫ x4(ln x)2dx
2

1

      36. ∫ ex sin(t − s)ds
t

0

  

   

គ.លធ្វើការជាំន៊ួសបតូ រអលថររ៊ួចបនាទ ប់ម្ែអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែ លដើម្បើគ នាអ ាំងលតទ្កាលខាង
លទ្កាម្   

37. ∫ 𝑐𝑜𝑠 √𝑥 𝑑𝑥       38. ∫ 𝑡3𝑒−𝑡2
 𝑑𝑡 

  39. ∫ 𝜃  𝑐𝑜𝑠(𝜃2)𝑑𝜃
√𝜋

√
𝜋
2

      40. ∫  𝑒cos 𝑡 𝑠𝑖𝑛 2𝑡𝑑𝑡 
𝜋

0

  

  41. ∫  𝑥𝑙𝑛 (𝑥 + 1)𝑑𝑡     42. ∫  𝑠𝑖𝑛 (𝑙𝑛 𝑥)𝑑𝑥 

    

ឃ. គ នាអ ាំងលតទ្កាលមិ្នែាំ ត់ ។ បរហ ញថ្នចលម្លើយរបស់លោយទ្តឹម្ទ្តូវគ៊ួសទ្កា វអន គម្ន៍
ទា ាំងពើរ គឺអន គម្ន៍  និង ទ្ពើម្ើរើវអន គម្ន៍ លោយយែ  𝐶 = 0  ពើ 43  ដល់ 46  

    

43. ∫ 𝑥𝑒−2𝑥 𝑑𝑥        44. ∫ 𝑥
3
2 𝑙𝑛 𝑥𝑑𝑥  

  45. ∫ 𝑥3√1 + 𝑥2 𝑑𝑥     46. ∫ 𝑥2 𝑠𝑖𝑛 2𝑥𝑑𝑥 

    

៣. ង. លហំាត់បថ្នែមៈ  

 47. បរហ ញថ្ន 

∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥  𝑑𝑥 =
𝑥

2
 −

sin 2𝑥

4
 + 𝐶 

 រ៊ួចលទ្បើកផនែលនះទាញរែរូបម្នតនន  ∫ 𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑑𝑥    ។  

48 a. ទាញបរហ ញរូបម្នត 
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∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥   =
1

𝑛
  𝑐𝑜𝑠𝑛−1𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 +

𝑛 − 1

𝑛
 ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛−2 𝑥𝑑𝑥   

               b. លទ្បើកផនែ a គ នា  ∫ 𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥    ។  

               c. លទ្បើកផនែ a និងកផនែ b លដើម្បើគ នា  ∫ 𝑐𝑜𝑠4𝑥𝑑𝑥   ។ 

 49  a. ទាញបរហ ញរូបម្នត 

∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

  =
𝑛 − 1

𝑛
 ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛−2 𝑥𝑑𝑥 

𝜋
2

0

 

 កដល  𝑛 ≥  2  ជាចាំន៊ួនគត់។  

                b. លទ្បើកផនែ a គ នា  \int0 ^ \pi/2   sin^3xdx   និង \int0 ^ \pi/2  sin^5xdx ។ 
   

                c. លទ្បើកផនែ a បរហ ញ រូបម្នតអ ាំងលតទ្កាល ននសវ័យគ  លសសរបស់អន គម្ន៍ ស ើន ស 

∫  𝑠𝑖𝑛2𝑛+1 𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

 =
 2 ⋅  4 ⋅  6 ⋯  2𝑛

3 ⋅  5 ⋅  7 ⋯ (2𝑛 + 1)
 

 50  បរហ ញថ្ន  

∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋
2

0

 =
 1 ⋅  3 ⋅  5 ⋯ (2𝑛 − 1)

 2 ⋅  4 ⋅  6 ⋯  2𝑛
⋅

𝜋

2
 

          51-54  លទ្បើការគ នាអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែ ទាញរូបម្នតខាងលទ្កាម្ 

51. ∫(𝑙𝑛 𝑥)𝑛𝑑𝑥 = 𝑥(𝑙𝑛 𝑥)𝑛 − 𝑛 ∫(𝑙𝑛 𝑥)𝑛−1  𝑑𝑥 

     52. ∫ 𝑥𝑛𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑛𝑒𝑥 − 𝑛 ∫ 𝑥𝑛−1 𝑒𝑥  𝑑𝑥  

     53. ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥  =  
𝑡𝑎𝑛𝑛−1 𝑥

 𝑛 − 1
 − ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑛−2 𝑥𝑑𝑥 , (𝑛 ≠ 1)  

     54. ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥  =  
𝑡𝑎𝑛 𝑥 ⋅ 𝑠𝑒𝑐𝑛−2𝑥

𝑛 − 1
 +  

(𝑛 − 2)

( 𝑛 − 1)
 ∫ 𝑠𝑒𝑐𝑛−2 𝑥𝑑𝑥 , (𝑛 ≠ 1) 

       

55.  លទ្បើលាំហាត់  51  លដើម្បើគ នា  ∫(𝑙𝑛 𝑥)3𝑑𝑥  ។ 



  

 

 272  

 

56. លទ្បើលាំហាត់ 52  លដើម្បើគ នា  ∫ 𝑥4𝑒𝑥𝑑𝑥  ។ 

57-58  គ នាទ្ែឡានផទននតាំបន់កខ្សលកាងទា ាំងលនះ 
           57.  𝑦 = 𝑥2𝑙𝑛𝑥, 𝑦 = 4 ln 𝑥   
 58. 𝑦 = 𝑥2𝑒−𝑥 , 𝑦 = 𝑥𝑒−𝑥    
59-60 លទ្បើទ្កា វ លដើម្បើរែតនម្លទ្បក ល នន x អប់ស ើសរបស់ចាំន ចទ្បសពវននកខ្សលកាងកដលលគឱ្យ

ខាងលទ្កាម្។ រ៊ួចរែតនម្លទ្បក លទ្ែឡានផទខ័្ ា លោយកខ្សលកាងលនាះ។     

        59. 𝑦 =  𝑠𝑖𝑛−1 ( 
1

2
𝑥), 𝑦 = 2 − 𝑥2    

 60. 𝑦 = 𝑥𝑙𝑛(𝑥 + 1), 𝑦 = 3𝑥 − 𝑥2 
  61-63 ] លទ្បើវធិ្ើ សាំបែស ើឡា ាំង លដើម្បើរែមឌ្កដលែរល ើងលោយការបងវិលកដលខ័្ ា

លោយកខ្សលកាងជ ាំវញិអប់ស ើកដលលគឱ្យៈ 

   61.   𝑦 = cos (
𝜋𝑥

2
) , 𝑦 = 0 , 0 ≤  𝑥 ≤ 1  ជ ាំវញិ  𝑦   អប់ស ើស 

   62.  𝑦 = 𝑒𝑥, 𝑦 = 𝑒−𝑥  , 𝑥 = 1  ជ ាំវញិ  𝑦  អប់ស ើស 

   63. 𝑦 = 𝑒−𝑥  , 𝑦 = 0 , 𝑥 = −1 , 𝑥 = 0 ;   ជ ាំវញិ  𝑥 = 1  

       64 ] គ នាមឌ្កដលែរលែើតល ើងលោយការបងវិលនផទកដលខ័្ ា លោយ កខ្សលកាង  𝑦 =

𝑙𝑛 𝑥 , 𝑦 = 0  និង  𝑥 = 2   ជ ាំវញិអ័ែសនិម្៊ួយៗខាងលទ្កាម្  

      ែ.  𝑦  អប់ស ើស  

      ខ្.  𝑥  អប់ស ើស     ។ 

       65. គ នាតនម្លម្ធ្យម្នន  𝑓(𝑥) = 𝑥 𝑠𝑒𝑐2𝑥  លៅលលើចលនាល ះ  [0,
𝜋

4
] ។ 

       66. រ   ែកែតម្៊ួយពលនលឿនខ្ល៊ួ នរបស់វាលោយការដ តលទ្បងរបស់វា ដូចលនះម សរបស់វាគឺថយច ះ
លៅាម្លពលលវោ។ សនមត់ថ្ន ម សវាដាំបូង (រ  ៊ួម្ទា ាំងលទ្បងរបស់វា( គឺ  𝑚 ។  លទ្បងទ្តូវបានលទ្បើទ្បាស់លោយ
អទ្ា  r  ល ើយចាំហាយលចញននឧសម័នទា ាំងអស់ទ្តូវបានទ្ចានលចញលោយលលបឿនលថរ  𝑣𝑒  (ទាែ់រងលៅនឹង
រ   កែត(។ គាំរូលលបឿនរបស់រ   កែត ខ្ ៈលពល  t  បានឱ្យលោយសម្ើការ 

        𝑣(𝑡) = −𝑔𝑡 − 𝑣𝑒 ln
𝑚 − 𝑟𝑡

𝑚
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      កដល  g ជាសាំរ ះលែើតល ើងលោយសាររាំនាញដើ និង t  គឺមិ្នមនតនម្លធ្ាំលរ។ លបើ  𝑔 =

9.8𝑚/𝑠2 , 𝑚 = 30,000𝑘𝑔 ,  𝑟 = 16𝑜𝑘𝑔/𝑠  និង  𝑣_𝑒 = 3000𝑚/𝑠  ចូររែែម្ពស់រ   កែត ម្៊ួយនារើដាំបូង
បនាទ ប់ពើវាចាប់លផតើម្ផ្លល ស់រើ។ 

       67. ភាគល អិតម្៊ួយផ្លល ស់រើលលើគនលងទ្តង់លោយមនលលបឿន  𝑣(𝑡) = 𝑡2𝑒−𝑡   កម្ ទ្តែន ងម្៊ួយ
នារើ បនាទ ប់ពើ  t  នារើ។ លតើភាគល អិតនឹងផ្លល ស់រើបានចមា យប  នាម នលៅអាំ  ងលពល  t  នារើដាំបូង?  

       68. លបើ  𝑓(0) = 𝑔(0) = 0  និង  𝑓"  និង  𝑔"  ជាអន គម្ន៍ជាប់ ។ បរហ ញថ្ន 

         ∫ 𝑓(𝑥)𝑔"(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0

 = 𝑓(𝑎)𝑔′(𝑎) − 𝑓′(𝑎)𝑔(𝑎) + ∫ 𝑓"(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

0

    

        69. ឧបមថ្ន  𝑓(1) = 2, 𝑓(4) = 7, 𝑓′(4) = 3  និង  𝑓"  ជាអន គម្ន៍ជាប់។ គ នា តនម្ល
នន  ∫ 𝑥𝑓"(𝑥)𝑑𝑥

4

1
  ។ 

        70. (a) លទ្បើអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែ បរហ ញថ្ន 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥𝑓(𝑥) − ∫ 𝑥𝑓′(𝑥)𝑑𝑥  

             (b) លបើ  𝑓  និង 𝑔  ជាពើរអន គម្ន៍មនចាំរាស់ និងអន គម្ន៍  𝑓′  ជាប់, បរហ ញថ្ន 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 = 𝑏𝑓(𝑏) − 𝑎𝑓(𝑎) − ∫ 𝑔(𝑦)𝑑𝑦
𝑓(𝑏)

𝑓(𝑎)

  

       [ការក នា ាំៈ លទ្បើកផនែ (a) និងជាំន៊ួស លោយ 𝑦 = 𝑓(𝑥) ]  

            (c) ែន ងែរ ើ កដល  𝑓  និង  𝑔  ជាអន គម្ន៍វជិាមន និង  𝑏 > 𝑎 > 0 , ចូរគ៊ួដដាទ្កាម្
ាងលែខ ៈធ្រ ើ មទ្ត ននកផនែ (b)។  

            (d) លទ្បើកផនែ (b) គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫  𝑙𝑛 𝑥𝑑𝑥
𝑒

1
 ។ 

        71. ] ឥ ូវលនះលយើនិោយពើរូបម្នត  𝑣 = ∫ 2𝜋 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  , លោយការលទ្បើសាំបែស ើឡា ាំង 

ប  កនតលយើងែ៏អចលទ្បើអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែ លដើម្បើបរហ ញវា កដលលធ្វើល ើងែន ងែរ ើ   f  ជាអន គម្ន៍ទ្បកាន់ 
មនន័យថ្នអន គម្ន៍លនះមនអន គម្ន៍ចទ្មស់  g ។ លទ្បើរូបភាព លដើម្បើបរហ ញថ្ន 

          𝑉 = 𝜋𝑏2𝑑 − 𝜋𝑎2𝑐 − ∫  𝜋 [𝑔(𝑦)]2𝑑𝑦 
𝑑

𝑐
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       លោយលធ្វើការជាំន៊ួសម្៊ួយ  𝑦 = 𝑓(𝑥)  និង លទ្បើអងលតទ្កាលលោយកផនែលលើលរធផលននអ ាំងលត
ទ្កាល លដើម្បើបរហ ញថ្ន 

          𝑉 = ∫ 2𝜋 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

    

 
        72.  លគឱ្យ 𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥 

𝜋

2
0

  ។  

       (a) បរហ ញថ្ន  𝐼2𝑛+1 ≤  𝐼2𝑛+1 ≤  𝐼2𝑛  ។  

       (b) លទ្បើលាំហាត់  50  លដើម្បើបរហ ញថ្ន  
𝐼2𝑛+2

 𝐼2𝑛
  =

2𝑛 + 1

 2𝑛 + 2
 

       (c) លទ្បើកផនែ (a) និង (b) លដើម្បើបរហ ញថ្ន  

         1 ≥
𝐼2𝑛+2

𝐼2𝑛
≥

 2𝑛 + 1

2𝑛 + 2
    

       រ៊ួចទាញបរហ ញថ្ន  𝑙𝑖𝑚𝑛→∞     
𝐼2𝑛+1

𝐼2𝑛
  = 1 ។  

       (d) លទ្បើទ្បាស់កផនែ (c) និងលាំហាត់  40  និង 50  លដើាំម្បើបរហ ញថ្ន  

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ ( 
2

1
⋅

2

3
⋅

4

3
⋅

4

5
⋅

6

5
⋅

6

7
⋯

2𝑛

2𝑛 − 1
⋅

2𝑛

2𝑛 + 1
 =  

𝜋

2
 

       ាម្រយះរូបម្នតលនះលយើង អចសរលសរជារាំរង់ 
𝜋

2
 =

2

1
⋅

2

3
⋅

4

3
⋅

4

5
⋅

6

5
⋅

6

7
⋯ 
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៣.ឃ. អាងំរតស្រកាលអនុគមន៍ស្រតីរកាណម្មស្រត   

លៅែន ងកផនែលនះ ការគ នាអ ាំងលតទ្កាលគឺ លផ្លត តលៅលលើអន គម្ន៍កដលមនជាប់ែលនាម្អន គម្ន៍
ទ្តើលកា មទ្ត។ លដើម្បើគ នាអ ាំងលតទ្កាលលលើអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត ទាម្ទារនូវការចងចា ាំរូបម្នតទ្តើ
លកា មទ្ត និង លែខ ៈរាំនាែ់រាំនងមទ្តែន ងទ្តើលកា កែង ជាម្ នសិន លទ្ ះវានឹងផតល់នូវគនលឹះលដើម្បើបាំ
កលងែលនាម្កដលសម គសាម ញ លៅរែែលនាម្កដលរយ។ជាឧទា រ ៍ លយើងនឹងលលើែយែការគ នា
អ ាំងលតទ្កាលគាំរូម្៊ួយ លលើ អន គម្ន៍ ែូស ើន សកដលជាប់សវ័យគ   ។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល ∫ cos3xdx  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

លបើលយើងលធ្វើការបតូ រអលថរ លោយ  u =  cos x ភាល ម្ៗវាហាែ់មិ្នបានផតល់នូវគនលឹះលោះទ្សាយដល់
លយើងលរ លទ្ ះ  𝑑𝑢 = − 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑑𝑥 ។ ប  កនតវាមិ្នអញ្ច ឹងលរ វាបានផតល់ែន ងែរ ើ លនះថ្ន លដើម្បើគ នាអ ាំងលត
ទ្កាល សវ័យគ  ែូស ើន ស លយើងទាម្ទារឱ្យមនែាត ផលគ   អន គម្ន៍ស ើន ស។ ដូចគន កដរចាំល ះ អ ាំង
លតទ្កាល សវ័យគ   អន គម្ន៍ស ើន ស លយើងែ៏ទ្តូវការែាត អន គម្ន៍ ែូស ើន ស។ 

ដូចលនះចាំល ះ  ∫ 𝑐𝑜𝑠3𝑥𝑑𝑥   លយើងគិតគ៊ួរ អន គម្ន៍   𝑐𝑜𝑠3 𝑥  គឺអចសរលសរជា   𝑐𝑜𝑠3𝑥 =

 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥  ។ ពើរូបម្នត   𝑐𝑜𝑠2𝑥 +  𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 1  លយើងអច សរលសរ   𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 −  𝑠𝑖𝑛2𝑥  លគបាន 
   𝑐𝑜𝑠3𝑥 = (1 −  𝑠𝑖𝑛2𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝑥   
ឥ ូវលនះលយើងទ្ត ប់លៅ វធិ្ើការបតូ រអលថររបស់លយើវញិ កដល 𝑢 =  𝑠𝑖𝑛 𝑥  លនាះ  𝑑𝑢 =  𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑑𝑥  

∫ 𝑐𝑜𝑠3𝑥𝑑𝑥  = ∫  𝑐𝑜𝑠2𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑑𝑥     = ∫(1 −  𝑠𝑖𝑛2𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑑𝑥 

= ∫(1 − 𝑢2)𝑑𝑢  = 𝑢 −   1  3 𝑢3 + 𝐶 

=   𝑠𝑖𝑛 𝑥 −  
1

3
  𝑠𝑖𝑛3 𝑥 + 𝐶 
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ជារូលៅ លយើងលទ្បើវធិ្ើលោះទ្សាយអ ាំងលតទ្កាលកដលទាែ់រងនឹង សវ័យគ  ននអន គម្ន៍   𝑠𝑖𝑛   និង
  𝑐𝑜𝑠  លរៀងគន  លយើងទ្គន់កតរែនូវែាត ផលគ     𝑐𝑜𝑠   និង   𝑠𝑖𝑛    លរៀងគន ។  រ៊ួចលទ្បើរូបម្នត   𝑐𝑜𝑠2𝑥 +

 𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 1  កដលលធ្វើឱ្យលយើងអចលទ្បើវធិ្ើបតូ រអលថរបាន។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នា អ ាំងលតទ្កាល  ∫ 𝑠𝑖𝑛5𝑥 𝑐𝑜𝑠 ^2 𝑥𝑑𝑥    

  សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 ែន ងែរ ើ លនះលយើងអចសរលសរ   𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 −  𝑠𝑖𝑛2𝑥  កដលាម្រយះរូបម្នតលនះ លយើង
អចសរលសរែលនាម្ខាងលលើ លោយគម នអន គម្ន៍   𝑐𝑜𝑠   គឺមនជាប់កតអន គម្ន៍   𝑠𝑖𝑛   ។ 

𝑠𝑖𝑛5𝑥 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 = ( 𝑠𝑖𝑛2𝑥)2 𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥 = (1 −  𝑐𝑜𝑠2𝑥)2  𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

លទ្បើវធិ្ើជាំន៊ួស  𝑢 =  𝑐𝑜𝑠 𝑥  លនាះ  𝑑𝑢 = − 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑑𝑥  លគបាន   
  ∫ 𝑠𝑖𝑛5𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥𝑑𝑥     = ∫  ( 𝑠𝑖𝑛2𝑥)2 𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥  

  = ∫(1 −  𝑐𝑜𝑠2𝑥)2  𝑐𝑜𝑠2𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑑𝑥   

  = ∫(1 − 𝑢2)2𝑢2(−𝑑𝑢)   

  = − ∫(𝑢2 − 2𝑢4 + 𝑢6)𝑑𝑢   

  = − ( 
𝑢2

3
 −

2𝑢5

5
 +  

𝑢7

7
 ) + 𝐶  

  = − 
1

3
𝑐𝑜𝑠3𝑥 +  

2

5
𝑐𝑜𝑠5𝑥 −  

1

7
𝑐𝑜𝑠7𝑥 + 7 

ាម្ឧទា រ ៍ម្ នៗ លយើងលឃើញថ្ន ចាំល ះអ ាំងលតទ្កាល លលើសវ័យគ  លសសនន ស ើន ស ឬែូស ើ
ន ស កដលលយើអចបាំកបែ លោយោែ់ជាែាត កដលមនែាត កតមូ្យគត់មនសវ័យគ  គូ។ លបើសិនជា ទា ាំង
អន គម្ន៍ ស ើន ទា ាំងអន គម្ន៍ ែូស ើន ស ស រធកតមនសវ័យគ  គូ វធិ្ើបាំកបែខាងលលើមិ្នអចលទ្បើបានលរ។ 
ចាំល ះែរ ើ លនះ លគទ្តូវលទ្បើរូបម្នតលផសងលរៀតននអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត គឺរូបម្នតែនលះម្ ាំ 

    𝑠𝑖𝑛2𝑥 =  
1

2
(1 −  𝑐𝑜𝑠 2𝑥)  និង 𝑐𝑜𝑠2𝑥 =  

1

2
(1 +  𝑐𝑜𝑠 2𝑥)   

 ឧទា រ ៍៖  គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫ 𝑠𝑖𝑛2 𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
   ។ 
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 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លបើសិនជាលយើង លទ្បើ   sin2 𝑥 = 1 − cos2x  លនាះលយើងមិ្នររ៊ួលបានអន គម្ន៍រយែន ង
ការគ នាអ ាំងលតទ្កាលលនះលរ។ ដូចលនះលយើងលទ្បើរូម្នតែនលះម្ ាំ ននអន គម្ន៍   𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 1 −  𝑐𝑜𝑠 2𝑥  លគ
បាន 

   

∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥
𝜋

0

=  
1

2
 ∫ (1 −  𝑐𝑜𝑠 2𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

 

  = [
1

2
 (𝑥 −

1

2
 𝑠𝑖𝑛 2𝑥)]

0

𝜋

   

  =  
1

2
 (𝜋 −  

1

2
 𝑠𝑖𝑛 2𝜋 ) −  

1

2
 (0 −  

1

2
𝑠𝑖𝑛 0) =  

1

2
𝜋 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នា អ ាំងលតទ្កាល  ∫ 𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑑𝑥    

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លយើងអចគ នាអ ាំងលតទ្កាលលនះលោយលទ្បើអ ាំងលតទ្កាលលោយលទ្បើរូបម្នត  ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥  

កដលលយើងបានរែលឃើញែនលងម្ែ។ ប  កនតលយើងែ៏អចគ នាលោយលទ្បើ វធិ្ើម្៊ួយលរៀតគឺ សរលសរ   𝑠𝑖𝑛4𝑥 =

( 𝑠𝑖𝑛2𝑥)2  រ៊ួចលទ្បើរូបម្នតែនលះម្ ាំ។ លគបាន   

∫  𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑑𝑥   = ∫( 𝑠𝑖𝑛2𝑥)2𝑑𝑥  

= ∫ (
  1 −  𝑐𝑜𝑠 2𝑥

2
)

2

𝑑𝑥  

=  
1

4
∫(1 − 2 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 +  𝑐𝑜𝑠22𝑥)  𝑑𝑥 

លពលលនះលយើងអន វតតន៍រូបម្នតែនលះម្ ាំបនតលរៀត   𝑐𝑜𝑠22𝑥 = 1 + 2 𝑐𝑜𝑠 4𝑥  លនាះលយើបាន 

   

∫ 𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑑𝑥   =  
1

4
 ∫ [1 − 2 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 + 

1

2
 (1 +  𝑐𝑜𝑠 4𝑥)] 𝑑𝑥  
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=  
1

4
∫ ( 

3

2
 − 2 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 +  

1

2
 𝑐𝑜𝑠 4𝑥) 𝑑𝑥  

=  
1

4
( 

3

2
 𝑥 −  𝑠𝑖𝑛 2𝑥 +  

1

8
𝑠𝑖𝑛 4𝑥) + 𝐶  

លដើម្បើរយចងចា ាំ ែន ងការគ នាអ ាំងលតទ្កាល រាង  ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥 , កដល  𝑚 ≥  0  និង
  𝑛 ≥  0  កដលស រធកតជាចាំន៊ួនគត់។  

វធិ្ើគ នា អ ាំងលតទ្កាល  ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥   :   

 (a) លបើសវ័យគ  នន   𝑐𝑜𝑠   ជាសវ័យគ  លសស ( 𝑛 = 2𝑘 + 1 ) លនាះគឺលយើងអច លទ្បើ
ែាត    𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 −  𝑠𝑖𝑛2𝑥   លនាះលគបាន 

∫  𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑘+1 𝑥𝑑𝑥    = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥( 𝑐𝑜𝑠2𝑥)𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑑𝑥   

  = ∫  𝑠𝑖𝑛𝑚𝑥(1 −  𝑠𝑖𝑛2𝑥)𝑘 𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑑𝑥  

រ៊ួចលយើងបតូ រអលថរលោយ  𝑢 =  𝑠𝑖𝑛 𝑥  ។ 

 (b) លបើ សិនជាសវ័យគ  នន   𝑠𝑖𝑛   ជាសវ័យគ  លសស ( 𝑛 = 2𝑘 + 1 ) លនាះគឺលយើង
អច លទ្បើែាត    𝑠𝑖𝑛2𝑥 = 1 −  𝑐𝑜𝑠2x   លនាះលគបាន  

∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑘+1 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥     = ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑚𝑥( 𝑠𝑖𝑛2𝑥)𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑑𝑥   

= ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑚𝑥(1 −  𝑐𝑜𝑠2𝑥)𝑘 𝑠𝑖𝑛 𝑥𝑑𝑥 

រ៊ួចលយើងបតូ រអលថរលោយ  𝑢 =  𝑐𝑜𝑠 𝑥  ។ 

 (c)លបើសិនជាសវ័យគ   ទា ាំង   𝑠𝑖𝑛  ទា ាំង   𝑐𝑜𝑠   ស រធកតគូ លនាះលយើងលទ្បើ រូបម្នតែនលះម្ ាំ 

𝑠𝑖𝑛2𝑥 =  
1

2
(1 −  𝑐𝑜𝑠 2𝑥),       𝑐𝑜𝑠2𝑥 =  

1

2
(1 −  𝑠𝑖𝑛2𝑥) 

លពលខ្លះលយើងលទ្បើរូបម្នតជាំន៊ួយម្៊ួយលរៀតគឺ  

𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 =  
1

2
 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 

លយើងអចលទ្បើវធិ្ើទ្សលដៀងគន កដរ ចាំល ះការគ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑚𝑥 𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥𝑑𝑥   ។ លោយ
ល ត ថ្ន  ( 𝑑

𝑑𝑥
)𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 𝑠𝑒𝑐2 𝑥  ាម្លែខ ៈលនះលយើងអច កញែែាត   𝑠𝑒𝑐2 𝑥  និងបាំកលង ឱ្យមនសវ័យ
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គ  គូ រ៊ួចលទ្បើរូបម្នត  𝑠𝑒𝑐2𝑥 = 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥  ឬ ម្ា  ងលរៀត លយើងសលងកតលឃើញថ្ន  (
𝑑

𝑑𝑥
)𝑠𝑒𝑐 𝑥 =

𝑠𝑒𝑐 𝑥𝑡𝑎𝑛 𝑥  លយើងអចកញែ ែាត   𝑠𝑒𝑐 𝑥𝑡𝑎𝑛 𝑥  ល ើយបាំកលងជាសវ័យគ  គូ នន 𝑡𝑎𝑛   ។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នា អ ាំងលតទ្កាល  ∫  𝑡𝑎𝑛6𝑥 𝑠𝑒𝑐4𝑥𝑑𝑥  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លបើលយើងកញែែាត   𝑠𝑒𝑐2𝑥  លនាះលយើងោែ់ ែាត កដលលៅសល់ សរលសរលៅជាអន គម្ន៍ ត
ង់សង់ លោយលទ្បើរូបម្នត  𝑠𝑒𝑐2𝑥 = 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥  រ៊ួចលទ្បើវធិ្ើបតូ រអលថរ លោយាង  𝑢 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥  លនាះ  𝑑𝑢 =

𝑠𝑒𝑐2𝑥𝑑𝑥 ។   លគបាន  

∫ 𝑡𝑎𝑛6𝑥 𝑠𝑒𝑐4𝑥𝑑𝑥    = ∫ 𝑡𝑎𝑛6𝑥 𝑠𝑒𝑐2𝑥 𝑠𝑒𝑐2𝑥𝑑𝑥 

= ∫ 𝑡𝑎𝑛6𝑥(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥)𝑠𝑒𝑐2𝑥𝑑𝑥  

= ∫ 𝑢6(1 + 𝑢2)𝑑𝑢  

= ∫(𝑢6 + 𝑢8)𝑑𝑢  

=  
1

7
 𝑢7 + 

1

9
 𝑢9 + 𝐶 

=  
1

7
 𝑡𝑎𝑛7𝑥 + 

1

9
 𝑡𝑎𝑛9𝑥 + 𝐶 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫ 𝑡𝑎𝑛5𝑥 𝑠𝑒𝑐7𝑥𝑑𝑥  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លបើាម្ឧទា រ ៍ពើខាងលលើ លយើងកញែ  𝑠𝑒𝑐2𝑥  លនាះលយើងនឹងសល់  𝑠𝑒𝑐5𝑥  កដលពិបាែ
ែនន ងការបាំកបែម្ែជាអន គម្ន៍ តង់សង់។ ប  កនតលទាះបើជាោ ងណាែ៏លោយ លយើងអចកញែជាម្៊ួយែាត   
𝑡𝑎𝑛 𝑥 𝑠𝑒𝑐 𝑥  ល ើយត៊ួកដលលៅសល់មនសវ័យគ  គូ លនាះលយើងអចបាំបាត់ តង់សង់ ាម្អន គម្ន៍លោយ
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លទ្បើរូបម្នត  𝑡𝑎𝑛2𝑥 = 𝑠𝑒𝑐2𝑥 − 1 ។ លបើដូចលនះ លយើងអចគ នាអ ាំងលតទ្កាលលនះ លោយការបតូ រអលថរ  
𝑢 = 𝑠𝑒𝑐 𝑥  , 𝑑𝑢 = 𝑠𝑒𝑐 𝑥𝑡𝑎𝑛 𝑥𝑑𝑥 : 

∫ tan5 𝑥sec7 𝑥𝑑𝑥 = ∫ tan4 𝑥sec6 𝑥sec 𝑥tan 𝑥𝑑𝑥

= ∫(sec2 𝑥 − 1)2sec6 𝑥tan 𝑥𝑑𝑥

= ∫(𝑢2 − 1)2𝑢6𝑑𝑢

= ∫(𝑢4 − 2𝑢2 + 1)𝑢6𝑑𝑢 = ∫ (𝑢10 − 2𝑢8 + 𝑢6)𝑑𝑥

=
1

11
𝑢11 −

2

9
𝑢9 +

1

7
𝑢7 + 𝐶

=
1

11
sec11 𝑥 −

2

9
sec9 𝑥 +

1

7
sec7 𝑥 + 𝐶

 

 វធិ្ើសាង្គ្សតគ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑚𝑥𝑠𝑒𝑐𝑛𝑥 𝑑𝑥  : 

 (a) លបើសិនជាសវ័យគ  នន លសែង់(  sec  ) ជាសវ័យគ  គូ ( 𝑛 = 2𝑘, 𝑘 ≥  2 ), លទ្បើ
ែាត   𝑠𝑒𝑐^2𝑥  លោយលទ្បើ  𝑠𝑒𝑐2𝑥 = 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥  លដើម្បើសរលសរែលនាម្កដលលៅសល់ជាប់អន គម្ន៍នន  
𝑡𝑎𝑛 𝑥 : 

∫ tan2𝑘+1 𝑥sec𝑛 𝑥𝑑𝑥& = ∫(tan2 𝑥)𝑘sec𝑛−1 sec 𝑥tan 𝑥𝑑𝑥

= ∫(sec2 𝑥 − 1)𝑘sec𝑛−1 𝑥sec 𝑥tan 𝑥𝑑𝑥
 

 រ៊ួចាងលោយបតូ រអលថរ  𝑢 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥   ។ 

 (b) លបើសិនជាសវ័យគ  នន តង់សង់ ( 𝑡𝑎𝑛  ) មនសវ័យគ  លសស ( 𝑚 = 2𝑘 + 1 ) 
លយើងនឹងរែារ ែែាត   sec xtan x  ល ើយលទ្បើរូម្នត  tan2x = sec2x − 1  លដើម្បើររ៊ួលបាន ែាត កដលលៅ
សល់បានជាអន គម្ន៍  𝑠𝑒𝑐 𝑥 : 

∫ tan2𝑘+1 𝑥sec𝑛 𝑥𝑑𝑥& = ∫(tan2 𝑥)𝑘sec𝑛−1 sec 𝑥tan 𝑥𝑑𝑥

= ∫(sec2 𝑥 − 1)𝑘sec𝑛−1 𝑥sec 𝑥tan 𝑥𝑑𝑥
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រ៊ួចាងលោយបតូ រអលថរ  𝑢 = 𝑠𝑒𝑐 𝑥   ។ 

ចាំល ះែរ ើ លផសងលរៀតលយើងអចលទ្បើទ្បាស់អ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែ ។ លពលខ្លះលរៀតលយើងែ៏អច
លទ្បើរូបម្នតអ ាំងលតទ្កាល 

  ∫  𝑡𝑎𝑛 𝑥𝑑𝑥 = ln |𝑠𝑒𝑐 𝑥| + 𝐶   
លយើងែ៏អចទ្តូវការលទ្បើរូបម្នតអ ាំងលតទ្កាលលលើអន គម្ន៍  sec  លគបាន   

1□     ∫ sec 𝑥 𝑑𝑥 = ln|sec 𝑥 + tan 𝑥| + 𝐶 
 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លយើងគ   បកនេម្លលើ  𝑠𝑒𝑐 𝑥  លោយទ្បភាគ កដលមនភាគយែនិងភាគកបង  𝑠𝑒𝑐 𝑥 +

𝑡𝑎𝑛 𝑥  លគបាន 

∫ sec 𝑥𝑑𝑥 = ∫ sec 𝑥
sec 𝑥 + tan 𝑥

sec 𝑥 + tan 𝑥
𝑑𝑥 + 𝐶

= ∫
sec 𝑥 + sec 𝑥tan 𝑥

sec 𝑥 + tan 𝑥
𝑑𝑥

 

 លបើលយើងជាំន៊ួសលោយ  𝑢 = 𝑠𝑒𝑐 𝑥 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥  លនាះលគបាន  𝑑𝑢 = (𝑠𝑒𝑐 𝑥𝑡𝑎𝑛 𝑥 +

𝑠𝑒𝑐2 𝑥)𝑑𝑥   
លយើងបាន 

∫ sec 𝑥𝑑𝑥  = ∫ sec 𝑥
sec 𝑥 + tan 𝑥

sec 𝑥 + tan 𝑥
𝑑𝑥 + 𝐶

 = ∫
sec 𝑥 + sec 𝑥tan 𝑥

sec 𝑥 + tan 𝑥
𝑑𝑥

 = ∫ (1/𝑢)𝑑𝑢 = ln |𝑢| + 𝐶

 = ln |sec 𝑥 + tan 𝑥| + 𝐶

 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫ 𝑡𝑎𝑛3𝑥𝑑𝑥  

  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 
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 លយើងបាំកបែ  𝑡𝑎𝑛3𝑥  ជាែាត   𝑡𝑎𝑛2 𝑥  រ៊ួចលយើងលទ្បើរូបម្នតទ្តើលកា មទ្ត  𝑡𝑎𝑛2𝑥 =

𝑠𝑒𝑐2 𝑥 − 1  លគបាន 
   

∫ tan3 𝑥𝑑𝑥  = ∫ tan2 𝑥tan 𝑥𝑑𝑥 = ∫ (sec2 𝑥 − 1)tan 𝑥𝑑𝑥

 = ∫ tan2 𝑥sec2 𝑥𝑑𝑥 − ∫ tan 𝑥𝑑𝑥
 

 ាង  𝑢 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥   លនាះលយើង  𝑑𝑢 = 𝑠𝑒𝑐2 𝑥𝑑𝑥  
∫ tan3 𝑥𝑑𝑥 = ∫ tan2 𝑥sec2 𝑥𝑑𝑥 − ∫ tan 𝑥𝑑𝑥

= ∫ 𝑢𝑑𝑢 − ∫ tan 𝑥𝑑𝑥

=
1

2
𝑢2 − ln |sec 𝑥| + 𝐶

=
tan2 𝑥

2
− ln |sec 𝑥| + 𝐶

 

លបើសិនជាសវ័យគ  ននអន គម្ន៍ តង់សង់ជាចាំន៊ួនគូ ល ើយសវ័យគ  នន លសែន  𝑠𝑒𝑐   ជាចាំន៊ួន
លសស លនាះលយើងអចគ នាអ ាំងលតទ្កាលបានែន ងអន គម្ន៍  𝑠𝑒𝑐 𝑥  ។ ចាំល ះការគ នាអ ាំងលតទ្កាល 
អន គម្ន៍  𝑠𝑒𝑐 𝑥  មនសវ័យគ  គឺលទ្បើវធិ្ើគ នាអ ាំងលតទ្កាល លោយកផនែដូចមនែន ងឧទា រ ៍ខាង
លទ្កាម្ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑥𝑑𝑥  

  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 ឥ ូវលយើងគ នាអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែលោយ  
𝑢 = 𝑠𝑒𝑐 𝑥     𝑑𝑣 = 𝑠𝑒𝑐2𝑥𝑑𝑥 

𝑑𝑢 = 𝑠𝑒𝑐 𝑥𝑡𝑎𝑛 𝑥𝑑𝑥   𝑣 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥  
 លគបាន  
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∫ sec3 𝑥𝑑𝑥  = sec 𝑥tan 𝑥 − ∫ sec 𝑥tan2 𝑥𝑑𝑥

 = sec 𝑥tan 𝑥 − ∫ sec 𝑥(sec2 𝑥 − 1)𝑑𝑥

 = sec 𝑥tan 𝑥 − ∫ sec3 𝑥𝑑𝑥 + ∫ sec 𝑥𝑑𝑥

∫ sec3 𝑥𝑑𝑥  = sec 𝑥tan 𝑥 − ∫ sec3 𝑥𝑑𝑥 + ln |sec 𝑥 + tan 𝑥|

∫ sec3 𝑥𝑑𝑥  =
1

2
(sec 𝑥tan 𝑥 + ln |sec 𝑥 + tan 𝑥|) + 𝐶

 

  

2□  លដើម្បើគ នាអ ាំងលតទ្កាល (a). ∫ sin 𝑚𝑥cos 𝑛𝑥𝑑𝑥, (b). ∫ sin 𝑚𝑥sin 𝑛𝑥𝑑𝑥, (c). 
∫ cos 𝑚𝑥cos 𝑛𝑥𝑑𝑥, លយើងលទ្បើរូបម្នតខាងលទ្កាម្ 

 (a).sin 𝐴cos 𝐵 =
1

2
[sin (𝐴 − 𝐵) + sin (𝐴 + 𝐵)] 

(b).sin 𝐴sin 𝐵 =
1

2
[cos (𝐴 − 𝐵) − cos (𝐴 + 𝐵)] 

(c). cos 𝐴cos 𝐵 =
1

2
[cos (𝐴 − 𝐵) + cos (𝐴 + 𝐵)] 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫  𝑠𝑖𝑛 4𝑥 𝑐𝑜𝑠 5𝑥𝑑𝑥  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖  លដើម្បើគ នាអ ាំងលតទ្កាលលនះ លយើងលទ្បើរូបម្នត 2𝑎ដូចខាងលទ្កាម្ 

∫ sin 4𝑥cos 5𝑥𝑑𝑥  = ∫
1

2
[sin (−𝑥) + sin 9𝑥]𝑑𝑥

 =
1

2
∫ (−sin 𝑥 + sin 9𝑥)𝑑𝑥

 =
1

2
(cos 𝑥 −

1

9
cos 9𝑥) + 𝐶

 

1-49 គ នាអ ាំងលតទ្កាល    

1 ∫ sin2 𝑥cos3 𝑥𝑑𝑥 
2 ∫ sin3 𝜃cos4 𝜃𝑑𝜃 
3 ∫

0

𝜋/2
 sin7 𝜃cos5 𝜃𝑑𝜃 

4 ∫
0

𝜋/2
 sin5 𝑥𝑑𝑥 

5 ∫ sin5 (𝜋𝑥)cos5 (𝜋𝑥)𝑑𝑥 
6 ∫

sin3 (√𝑥)

√𝑥
 

7 ∫
0

𝜋/2
 cos2 𝜃𝑑𝜃 



  

 

 284  

 

8 ∫
0

2𝜋
 sin2 (

1

2
𝜃) 𝑑𝜃 

9 ∫
0

𝜋
 cos4 (2𝑡)𝑑𝑡 

10 ∫
0

𝜋
 sin2 𝑡cos4 𝑡𝑑𝑡 

11 ∫
0

𝜋/2
 sin2 𝑥cos2 𝑥𝑑𝑥 

12 ∫
0

𝜋/2
 (1 − sin𝜃)

2
𝑑𝜃 

13 ∫ 𝑡sin2 𝑡𝑑𝑡 
14 ∫ cos 𝜃cos5 (sin 𝜃)𝑑𝜃 
15 ∫

cos5 𝛼

√sin 𝛼
𝑑𝛼 

16 ∫ 𝑥sin3 𝑥𝑑𝑥 
17 ∫ cos2 𝑥tan3 𝑥𝑑𝑥 
18 ∫ cot5 𝜃sin4 𝜃𝑑𝜃 
19 ∫

cos 𝑥+sin 2𝑥

sin 𝑥
𝑑𝑥 

20 ∫ cos2 𝑥sin 2𝑥𝑑𝑥 
21 ∫ tan 𝑥sec3 𝑥𝑑𝑥 
22 ∫ tan2 𝜃sec4 𝜃𝑑𝜃 
23 ∫ tan2 𝑥𝑑𝑥 
24 ∫ (tan2 𝑥 + tan4 𝑥)𝑑𝑥 
25 ∫ tan4 𝑥sec6 𝑥𝑑𝑥 
26 ∫

0

𝜋/4
 sec4 𝜃tan4 𝜃𝑑𝜃 

27 ∫
0

𝜋/4
 tan5 𝑥sec4 𝑥𝑑𝑥 

28 ∫ tan5 𝑥sec3 𝑥𝑑𝑥 
29 ∫ tan3 𝑥sec 𝑥𝑑𝑥 
30 ∫

0

𝜋/4
 tan4 𝑡𝑑𝑡 

31 ∫ tan5 𝑥𝑑𝑥 
32 ∫ tan2 𝑥sec 𝑥𝑑𝑥 
33 ∫ 𝑥sec 𝑥tan 𝑥𝑑𝑥 
34 ∫

sin 𝜙

cos3 𝜙
𝑑𝜙 

35 ∫
𝜋/6

𝜋/2
 cot5 𝑥𝑑𝑥 

36 ∫
𝜋/4

𝜋/2
 cot3 𝑥𝑑𝑥 

37 ∫
𝜋/4

𝜋/2
 cot5 𝜙csc3 𝜙𝑑𝜙 

38 ∫ csc4 𝑥cot6 𝑥𝑑𝑥 
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39 ∫ csc 𝑥𝑑𝑥 
40 ∫

𝜋/6

𝜋/3
 csc3 𝑥𝑑𝑥 

41 ∫ sin 5𝜃cos 5𝑥𝑑𝑥 
42 ∫ cos 𝜋𝑥cos 4𝜋𝑥𝑑𝑥 
43 ∫ sin 𝜃sin 5𝜃𝑑𝜃 
44 ∫

cos 𝑥+sin 𝑥

sin 2𝑥
𝑑𝑥 

45 ∫
0

𝜋/6
 √1 + cos 2𝑥𝑑𝑥 

46 ∫
0

𝜋/4
 √1 − cos 4𝜃𝑑𝜃 

47 ∫
1−tan2 𝑥

sec𝑥 𝑑𝑥 
48 ∫

𝑑𝑥

cos 𝑥−1
 

49 ∫ 𝑥tan2 𝑥𝑑𝑥    
 50. លបើ  ∫ 𝑡𝑎𝑛6𝑥𝑠𝑒𝑐 𝑥𝑑𝑥

𝜋

2
0

 = 𝐼 , ចូរសរលសរែលនាម្  ∫ 𝑥𝑡𝑎𝑛8𝑥𝑠𝑒𝑐 𝑥𝑑𝑥  ជាអន គម្ន៍នន  I  ។ 

 51-54  គ នាអ ាំងលតទ្កាលមិ្នែាំ ត់។ បរហ ញ និងពិនិតយចលម្លើយរបស់អនែលោយគ៊ួសទ្កា វ 
អន គម្ន៍  និងទ្ពើម្ើរើវរបស់វា ទ្តង់  C=0 ។ 

51 ∫ 𝑥sin2 (𝑥2)𝑑𝑥 
52 ∫ sin5 𝑥cos3 𝑥𝑑𝑥 
53 ∫ sin 3𝑥sin 6𝑥𝑑𝑥 
54 ∫ sec4 

𝑥

2
𝑑𝑥 

 55  រែតនម្លម្ធ្យម្ននអន គម្ន៍  𝑓(𝑥) =  𝑠𝑖𝑛2𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥   លលើចលនាល ះ  [−𝜋, 𝜋]  ។ 

 56  គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫   𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥𝑑𝑥   

   (a) វធិ្ើជាំន៊ួស  𝑢 =  𝑐𝑜𝑠 𝑥  

   (b) វធិ្ើជាំន៊ួស  𝑢 =  𝑠𝑖𝑛 𝑥  

   (c) វធិ្ើ លទ្បើរូបម្នត   𝑠𝑖𝑛 2𝑥 = 2 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥  

   (d) វធិ្ើអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែ   

ចូរពនយល់ពើភាពខ្ សគន  កដលអនែសលងកតលៅែន ងចលម្លើយរបស់អនែ។ 
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57-58 គ នាទ្ែឡានផទកដលខ្ ា លោយកខ្សលកាងខាងលទ្កាម្ 

57 𝑦 = sin2 𝑥, 𝑦 = cos2 𝑥,  − 𝜋/4 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋/4 
58  58. 𝑦 = sin3 𝑥, 𝑦 = cos3 𝑥, 𝜋/4 ≤ 𝑥 ≤ 5𝜋/4 

59-60 លទ្បើទ្កាបននអន គម្ន៍ លដើម្បើបា នសាម នអ ាំងតនម្លអ ាំងលតទ្កាល។ បនាទ ប់ម្ែលទ្បើវធិ្ើសាង្គ្សត
របស់អនែកដលបានសិែាែនលងម្ែ លដើម្បើលផទៀងផ្លទ ត់ចលម្លើយរបស់អនែ 

59 ∫
0

2𝜋
 cos3 𝑥𝑑𝑥 

60 ∫
0

2
 sin 2𝜋𝑥cos 5𝜋𝑥𝑑𝑥 

61-64 រែមឌ្កដលលែើតលចញពើការបងវិលនផទខ្ ា លោយកខ្សលកាង  ជាម្៊ួយអ័ែសអប់ស ើស។ 

61 𝑦 = sin 𝑥, 𝑦 = 0,  𝜋/2 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋; វលិជ ាំវញិ អ័ែស 𝑜𝑥   
62 𝑦 = sin2 𝑥, 𝑦 = 0,  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋; វលិជ ាំវញិ អ័ែស 𝑜𝑥   
63 𝑦 = sin 𝑥, 𝑦 = cos 𝑥,  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋/4;  វលិជ ាំវញិបនាទ ត់  y = 1  
64 𝑦 = sec 𝑥, 𝑦 = cos 𝑥,  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋/3; វលិជ ាំវញិបនាទ ត់  y = −1 

65 ភាគល អិតម្៊ួយផ្លល ស់រើលលើបនាទ ត់ទ្តង់ ជាម្៊ួយលលបឿនកដលមនអន គម្ន៍  𝑣(𝑡) =

 𝑠𝑖𝑛 𝜔 𝑡 𝑐𝑜𝑠2𝜔 𝑡 ។ រែអន គម្ន៍រើា ាំង  𝑠 = 𝑓(𝑡) លបើ  𝑓(0) = 0 ។  

66 សនើែន ងផទះទ្តូវបានផាត់ផាង់ជារទ្ម្ង់ឆ្ល ស់គន កដលកទ្បទ្បួល   120𝑉 − 155𝑉  ជាម្៊ួយលទ្បែង់  
60  ជ ាំែន ងម្៊ួយនារើ(Hz)ែន ងលពលថមើៗលនះ។ វ   លរ័រកដលលគកដលចងអ លគឺមនសម្ើការ 

    𝐸(𝑡) = 155 𝑠𝑖𝑛 (120𝜋 𝑡)   
 កដល  t  គិតជា នារើ។ វ   លកម្ ទ្ត RMS(root-mean-square) កដលជារសឹកាលរននតនម្ល

ម្ធ្យម្ នន  (𝐸(𝑡))
2  លលើរងវង់ម្៊ួយ។  

 (a). គ នា វ   លកម្ទ្ត RMS លៅាម្ផទះែន ងលពលថមើៗលនះ។  

 (b). ចលងកៀងអគាិសនើជាលទ្ចើនទ្តូវការ វ   ល RMS  220V  ។ គ នាអាំពលើរ ត A ទ្តូវការសាំ
រាប់តង់សយ ងម្ធ្យម្  𝐸(𝑡) = 𝐴 𝑠𝑖𝑛 (120\𝑝𝑖 𝑡) ។ 

67-69  បរហ ញរូបម្នតខាងលទ្កាម្កដល  m  និង  n  ជាចាំន៊ួនគត់វជិាមនៈ 

67 ∫
−𝜋

𝜋
 sin 𝑚𝑥cos 𝑛𝑥𝑑𝑥 
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68 ∫
−𝜋

𝜋
 sin 𝑚𝑥sin 𝑛𝑥𝑑𝑥 = {0     លបើ 𝑚 ≠ 𝑚

𝜋     លបើ  𝑚 = 𝑛
 

69 ∫
−𝜋

𝜋
 cos 𝑚𝑥cos 𝑛𝑥𝑑𝑥 = {0    លបើ 𝑚 ≠ 𝑛

𝜋     លបើ 𝑚 = 𝑛
 

70 លស៊ារ ើ Fourier  មនរទ្ម្ង់ 

   
  

𝑓(𝑥) = ∑  

𝑁

𝑛=1

𝑎𝑛sin 𝑛𝑥 

= 𝑎1sin 𝑥 + 𝑎2sin 2𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑁sin 𝑁𝑥 
 បរហ ញថ្ន លម្គ  រើ  𝑚  គឺ  𝑎𝑚   លអយលោយរូបម្នត   𝑎𝑚 =

1

𝑚
∫  

𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥)sin 𝑚𝑥𝑑𝑥 

៣.ង.  វិធីជំនួេរោយរស្របើអនុគមនស៍្រតីរកាណម្មស្រត  

លយើងបានលធ្វើរ៊ួចល ើយ អាំពើវធិ្ើជាំន៊ួសរូលៅ រ៊ួម្ទា ាំងវធិ្ើលោយកផនែែន ងការគ នាអ ាំងលតទ្កាល។ លៅ
ែន ងការគ នា លយើងែ៏មនវធិ្ើគ នាលោយបតូ រ អន គម្ន៍កដលទ្តូវអ ាំងលតទ្កាលលៅជាអ ាំងលតទ្កាលនន
អន គម្ន៍ទ្តើលកា មនមទ្ត ប  កនតមិ្នស រធកតទ្តូវបកម្លងលៅជាអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្តទា ាំងអស់លនាះលរ 
ដូចជាលាំហាត់ែន ងលម្លរៀនែនលងម្ែ។  

ឥ ូវលនះលយើងលធ្វើការសលងកតម្៊ួយចាំល ះអ ាំងលតទ្កាលកដលមនរាំរង់  ∫ √(a2 − x2)  dx  , កដល
  𝑎 > 0 ។ លបើសិនជាលយើងបតូ រអលថរ លោយាង  𝑢 = 𝑎2 − 𝑥2 , លនាះសលងកតលឃើញថ្នការគ នាអ ាំងលត
ទ្កាល  ∫ √𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥   កាន់កតពិបាែ។  លបើសិនជាលយើងបតូ រអលថរពើអលថរ  𝑥  លៅជា  𝜃    លោយការាង 
 𝑥 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜃    លនាះអចលទ្បើទ្បាស់រូបម្នត  1 −  𝑠𝑖𝑛2𝜃 =  𝑐𝑜𝑠2𝜃 ។  

ដូចលនះលយើងនឺងររូលបាន  
√𝑎2 − 𝑥2 = √𝑎2 − 𝑎2sin2 𝜃 = 𝑎√1 − sin2 𝜃 = 𝑎|cos2 𝜃| 

ល ើយ  𝑑𝑥 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃  លនាះលគបាន  
∫ √𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 = ∫ 𝑎2|cos 𝜃|cos 𝜃𝑑𝜃 = 𝑎2∫ |cos 𝜃|cos 𝜃𝑑𝜃 
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ជារូលៅលយើងអចជាំន៊ួស  𝑥 = 𝑔(𝑡)  ែន ងលគលបាំ ងបលងកើតការគ នាអ ាំងលតទ្កាលថមើម្៊ួយកដល
មនលែខ ៈរយទ្សួលជាងម្ ន។ អន គម្ន៍  𝑔(𝑡)  ទ្តូវកតជាអន គម្ន៍ មនចទ្មស់ លបើលយើងជាំន៊ួស  𝑥  

លោយ  𝑔(𝑡)   លនាះលយើងនឹងររ៊ួលបាន 
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡)𝑑𝑡 

វធិ្ើជាំន៊ួសលនះលៅថ្ន ការជាំន៊ួសចទ្មស់។   

លយើងសលងកតលឃើញថ្ន លបើលយើងលទ្បើវធិ្ើជាំន៊ួសចទ្មស់ លោយយែ  x = a sin θ   វាពិតជាបានលផទៀង
ផ្លទ ត់ លែខ ៈអន គម្ន៍ម្៊ួយរល់ម្៊ួយ លោយបទ្ងួម្  𝜃  លៅលលើចលនាល ះ  [−

𝜋

2
,

𝜋

2
] ។    

ារាងខាងលទ្កាម្លនះគឺជាបញ្ា ើននវធិ្ើជាំន៊ួសអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត និងរូបម្នត អន គម្ន៍ទ្តើមទ្ត
កដលទ្តូវលទ្បើលដើម្បើលោះទ្សាយៈ   

ែ
លនាម្ 

ា
រាង 

រូបម្នតកដលទ្តូវលទ្បើ 

√𝑎2 − 𝑥2 𝑥

= 𝑎sin 𝜃,
−𝜋

2
≤ 𝜃

≤
𝜋

2
 

1 − sin2 𝜃 = cos2 𝜃 លទ្បើដម្
288288288288288288288288288288288288288288288288
288288288288288288288288288288288288288288288288
288288288288288288288288288288288288288288288288
288288288288288288288288288288288288288288288288
288288288288288288288288288288288288288288288288
288288288288288288288288288288288288288288288288
288288288288288288288288288288288288288288288288
288288288288288288288288 

√𝑎2 + 𝑥2 𝑥

= 𝑎tan 𝜃,
−𝜋

2
≤ 𝜃

≤
𝜋

2
 

1 + tan2 𝜃 = sec2 𝜃 
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√𝑥2 − 𝑎2 𝑥
= 𝑎sec 𝜃, 0
≤ 𝜃

<
𝜋

2
⋃
_

 𝜋

≤ 𝜃

<
3𝜋

2
 

 លទ្បើដម្
289289289289289289289289289289289289289289289289
289289289289289289289289289289289289289289289289
289289289289289289289289289289289289289289289289
289289289289289289289289289289289289289289289289
289289289289289289289289289289289289289289289289
289289289289289289289289289289289289289289289289
289289289289289289289289289289289289289289289289
289289289289289289289289sec2 𝜃 − 1 = tan2 𝜃 

 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫   
√9−x2

 x2  dx  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 ាង  𝑥 = 3 𝑠𝑖𝑛𝜃   កដល  − 𝜋

2
≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
  លនាះលគបាន  𝑑𝑥 = 3 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑑𝜃  និង 

√9 − 𝑥2 = √9 − 9 sin2 𝜃 = 3|cos 𝜃| = 3 cos 𝜃 
 (លទ្ ះ  𝑐𝑜𝑠 𝜃 ≥  0 , −

𝜋

2
≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
 )  ាម្វធិ្ើជាំន៊ួសអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្តលគបានៈ 

∫
√9 − 𝑥2

𝑥2
𝑑𝑥  = ∫

3cos 𝜃

9sin2 𝜃
3cos 𝜃𝑑𝜃

 = ∫
cos2 𝜃

sin2 𝜃
𝑑𝜃 = ∫ cot2 𝜃𝑑𝜃

 = ∫ (csc2 𝜃 − 1)𝑑𝜃

 = −cot2 𝜃 − 𝜃 + 𝐶

 

លយើងមន  𝑥 = 3 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , លនាះ   𝑠𝑖𝑛 𝜃 =  
𝑥

3
   ។ ែន ងែរ ើ លនះាម្រាំនាែ់រាំនងទ្តើលកា មទ្ត 

លយើងែាំ ត់ទ្ជុងឈម្ននទ្តើលកា កែង មនររវ ស់  𝑥  និង អ ើប ូលតន សមនររវ ស់  3  ។ 
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 ឥ ូវលនះលយើងទ្តូវបតូ រម្ែអលថរលដើម្វញិគឺអលថរ x ាម្រយះការាងខាងលលើ។ លៅែន ងការបតូ

រលនះលយើងទ្តូវលទ្បើជាម្៊ួយរាំនាែ់រាំនងមទ្តែន ងទ្តើលកា កែង កដលមនដូចលៅែន ងរូបខាងលលើ។ ាម្រយះ
ការាងខាងលលើ លយើងបាន   𝑠𝑖𝑛 𝜃 =  

𝑥

3
  ល ើយាម្រូបខាងលលើ មនន័យថ្នលគអចគ៊ួសបានរូបទ្តើលកា 

កែង  𝐴𝐵𝐶  កដលមន  𝐴𝐵 = √9 − 𝑥2 , 𝐵𝐶 = 𝑥, 𝐴𝐵 = 3  ។  លនាះបាន 

cot 𝜃 =
√9 − 𝑥2

𝑥
 

ាម្រយះរូបខាងលលើ គឺ  𝜃 > 0  លនាះែលនាម្  𝑐𝑜𝑡 𝜃  លៅកតពិត ចាំល ះ  𝜃 < 0  ។ លោយល ត ថ្ន   
𝑠𝑖𝑛 𝜃 =  

𝑥

3
   លគបាន   𝜃 = sin−1 𝑥

3
 ល ើយនិង 

∫
√9 − 𝑥2

𝑥2
𝑑𝑥 = −

√9 − 𝑥2

𝑥
− sin−1 (

𝑥

3
) + 𝐶 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នា ទ្ែឡានផទខាងែន ងននលអលើប 
𝑥2

𝑎2
 +  

𝑦2

𝑏2
 = 1 
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សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លយើងលោះទ្សាយរែ  y  ចាំល ះសម្ើការលអលើបខាងលលើ 
  

𝑦2

𝑏2
= 1 −

𝑥2

𝑎2
=

𝑎2 − 𝑥2

𝑎2
 

ឬលគបាន  𝑦 = ±
𝑏

𝑎
√𝑎2 − 𝑥2លោយល ត ថ្ន លអលើបមនប៊ួនកាទ្ដង់កដលមន ទ្ែឡានផទលសមើៗគន  

មនន័យថ្ន  A  ទ្ែឡានផទលអលើប លសមើនឹងប៊ួនដងននទ្ែឡានផទននកាទ្ដង់រើ១។ ដូចលនះលដើម្បើគ នាទ្ែឡានផទ
ននលអលើបទា ាំងមូ្លចា ាំបាច់លយើទ្តូវកតគ នាទ្ែឡានផទននបាំក ែលអលើបកាទ្ដង់រើ១។  

លយើងលឃើញថ្នកាទ្ដង់រើ១ លគបានតនម្លអន គម្ន៍ 

𝑦 =
𝑏

𝑎
√𝑎2 − 𝑥2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 

ដូចលនះលគបាន  
  

1

4
𝐴 = ∫

0

𝑎

 
𝑏

𝑎
√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 =

𝑏

𝑎
∫

0

𝑎

 √𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 

 លដើម្បើគ នាអ ាំងលតទ្កាលលនះ លយើងាង  x=a sin \theta   លនាះលគបាន  dx=a cos 
\theta d\theta  លយើងសលងកតលឃើញថ្ន  លបើ  x=0  លនាះ   sin \theta =0  នា ាំឱ្យ  \theta =0  ល ើយលបើ  
x=a  លនាះ   sin \theta =1  នា ាំឱ្យ  \theta =  \pi  2   លគបាន   
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  √𝑎2 − 𝑥2  = √𝑎2 − 𝑎2𝑠𝑖𝑛2 𝜃  = 𝑎√1 −  𝑠𝑖𝑛2 𝜃  = 𝑎 𝑐𝑜𝑠𝜃 លទ្ ះ   𝑠𝑖𝑛 𝜃 ≤

 1, 0 ≤ 𝜃 ≤
𝜋

2
    

ដូចលនះលគបាន   

  𝐴 = 4
𝑏

𝑎
∫

0

𝑎
 √𝑎1 − 𝑥2𝑑𝑥 = 4

𝑏

𝑎
∫

0

𝜋

2  𝑎cos 𝜃 ⋅ 𝑎cos 𝜃𝑑𝜃 

= 4𝑎𝑏 ∫  

𝜋
2

0

cos2 𝜃𝑑𝜃 = 2𝑎𝑏 ∫  

𝜋
2

0

(1 + cos 2𝜃)𝑑𝜃  លទ្ ះ cos2 𝜃 =
1 + cos 2𝜃

2
 

= 2𝑎𝑏 (𝜃 +
1

2
sin 2𝜃)|

0

𝜋
2

= 2𝑎𝑏 (
𝜋

2
+

1

2
sin 𝜋 − 0) = 2𝑎𝑏 ⋅

𝜋

2
= 𝜋𝑎𝑏 

លយើងលឃើញថ្ន ចាំល ះលអលើប កដលមនអ័ែស  𝑎  និង  𝑏  គឺមនទ្ែឡានផទ  𝜋 𝑎𝑏  ល ើយែន ងែរ ើ
  𝑎 = 𝑏 = 𝑟  វាជារងវង់ លនាះវាមនទ្ែឡានផទ  𝜋 𝑟2 ។  

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫ 1

 𝑥2√𝑥2+4
  𝑑𝑥  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 ាង  𝑥 = 2𝑡𝑎𝑛 𝜃  ែាំ ត់លលើ  − 
𝜋

2
≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
   លនាះ  𝑑𝑥 = 2𝑠𝑒𝑐2 𝜃 𝑑𝜃  លយើងសលងកត

លឃើញថ្ន  

√𝑥2 + 4 = √4tan2 𝜃 + 4 = 2√tan2 𝜃 + 1 = 2√sec2 𝜃 = 2sec 𝜃 
 លគបាន 

∫
1

𝑥2√𝑥2 + 4
𝑑𝑥 = ∫

2sec2 𝜃𝑑𝜃

4tan2 𝜃 ⋅ 2sec 𝜃
𝑑𝜃

=
1

4
∫

sec 𝜃

tan2 𝜃
𝑑𝜃

 

កតាម្លែខ ៈទ្តើលកា មទ្ត លគបាន  
sec 𝜃

tan2 𝜃
=

1

cos 𝜃
⋅

cos2 𝜃

sin2 𝜃
=

cos 𝜃

sin2 𝜃
 

ាម្រយះការបាំកបែែលនាម្ខាងលលើ លគបាន  
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∫
1

𝑥2√𝑥2 + 4
𝑑𝑥  =

1

4
∫

cos 𝜃

sin2 𝜃
𝑑𝜃 =

1

4
∫

𝑑𝑢

𝑢2
, ាង 𝑢 = sin 𝜃 លគបាន 𝑑𝑢 = cos 𝜃𝑑𝜃

 =
1

4
(−

1

𝑢
) + 𝐶 = −

1

4sin 𝜃
+ 𝐶

 = −
csc 𝜃

4
+ 𝐶

 

 
លោយលទ្បើរូបខាងលលើ លនាះលយើងអចែាំ ត់បាន  csc θ =  

√x2+4

x
    លនាះលយើងបាន 

∫
𝑑𝑥

𝑥2√𝑥2 + 4
= −

√𝑥2 + 4

4𝑥
+ 𝐶 

ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  
2 4

x
dx

x


+
  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លៅែន ងែរ ើ លនះលយើងអច លយើងសលងកតលឃើញថ្ន ែលនាម្ែន ងរា ឌ្ើកាលរបស់ភាគកបង 
មនដឺលទ្ែលដរ ើលវលសមើនឹងភាគយែ ដូចលនះលយើងអចលទ្បើវធិ្ើបតូ រអលថរ  𝑢 = 𝑥2 + 4  កតលបើលយើងបតូ រលោយ  𝑥 =

2𝑡𝑎𝑛 𝜃   វាកាន់កតពិបាែែន ងការគ នារែចលម្លើយ។ លយើងនឹងសលងកតលម្ើលទា ាំងពើររលបៀបលនះ 

រលបៀបរើ១ាៈ ាង  𝑢 = 𝑥2 + 4  លគបាន  𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥  ឬ  𝑥𝑑𝑥 =  
1

2
 𝑑𝑢  នា ាំឱ្យ 

∫
𝑥

√𝑥2 + 4
𝑑𝑥 =

1

2
∫

𝑑𝑢

√𝑢
𝑑𝑢 = √𝑢 + 𝐶 = √𝑥2 + 4 + 𝐶 

រលបៀបរើ២ាៈ ាង  𝑥 = 2𝑡𝑎𝑛 𝜃  នា ាំឱ្យ  𝑑𝑥 =  𝑑𝜃  លគបាន 
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∫

𝑥

√𝑥2+4
𝑑𝑥 = ∫

2tan 𝜃

√4tan2 𝜃+4
⋅ 2sec2 𝜃𝑑𝜃 = ∫

tan 𝜃

√tan2 𝜃+1
⋅ 2sec2 𝜃𝑑𝜃

= ∫
tan 𝜃

√sec2 𝜃
⋅ 2sec2 𝜃𝑑𝜃 = ∫

tan 𝜃

|sec 𝜃|
⋅ 2sec2 𝜃𝑑𝜃 ែរ ើ លនះទ្តូវគិតពើសញ្ញ របស់វា   

  

ាម្រយះឧទា រ ៍លនះ លយើងទ្តូវកតរែវធិ្ើលោះទ្សាយកដលរយជាលគបាំផ ត។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫   
𝑑𝑥

√𝑥2−𝑎2
   , កដល  𝑎 > 0 ។ 

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

  រលបៀបរើ១ាៈ ាង  𝑥 = 𝑎𝑠𝑒𝑐 𝜃 ,  កដល  0 < 𝜃 <
𝜋

2
  ឬ  𝜋 < 𝜃 <

3𝜋

4
   

លនាះលគបាន  𝑑𝑥 = 𝑎𝑠𝑒𝑐 𝜃 𝑡𝑎𝑛𝜃 𝑑𝜃  ល ើយ  

  √𝑥2 − 𝑎2 = √𝑎2(sec2 𝜃 − 1) = 𝑎√tan2 𝜃 = 𝑎|tan 𝜃| = atan 𝜃 
លគបាន 

∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
= ∫

asec 𝜃 tan 𝜃

atan 𝜃
𝑑𝜃 = sec ∫ 𝜃𝑑𝜃 = ln|sec 𝜃 + tan 𝜃| + 𝐶 

លយើងមន  x = asec θ , លនាះ  sec θ =  
x

𝑎
   ។ ែន ងែរ ើ លនះាម្រាំនាែ់រាំនងទ្តើលកា មទ្ត លយើង

ែាំ ត់ទ្ជុងជាប់ននទ្តើលកា កែង មនររវ ស់  a  និង អ ើប ូលតន សមនររវ ស់  x  ។ 

 
ាម្រូបទ្តើលកា កែងខាងលលើលនះ មន  𝑠𝑒𝑐 𝜃 =  

𝑥

𝑎
   លគបាន  𝑡𝑎𝑛 𝜃 =  

√𝑥2−𝑎2

𝑎
   ដូចលនះលគបាន  

∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
= ln |

𝑥

𝑎
+

√𝑥2 − 𝑎2

𝑎
| + 𝐶

= ln |𝑥 + √𝑥2 − 𝑎2| − ln 𝑎 + 𝐶

 

 យែ  𝐶1 = −𝑙𝑛 𝑎 + 𝐶  លគបានរូបម្នត  
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  1□  

∫
𝑑𝑥

√𝑥2 − 𝑎2
= ln |

𝑥

𝑎
+

√𝑥2 − 𝑎2

𝑎
| + 𝐶

= ln |𝑥 + √𝑥2 − 𝑎2| − ln 𝑎 + 𝐶

 

រលបៀបរើ២ាៈ ចាំល ះ  𝑥 > 0  លយើងលទ្បើអន គម្ន៍ អ ើកពបូលិែ លដើម្បើបតូ រអលថរ ាង  𝑥 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑡 ។ 
លយើងដឹងថ្នាម្រូបម្នត   𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑡 −  𝑠𝑖𝑛ℎ2 𝑡 = 1  លយើងបាន 

  √𝑥2 − 𝑎2 = √𝑎2(cosh2 𝑡 − 1) = √𝑎2sinh2 𝑡 = 𝑎sinh 𝑡 
លោយល ត ថ្ន  𝑑𝑥 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑡𝑑𝑡  លយើងបាន 

 ∫
𝑑𝑥

√𝑥2−𝑎2
= ∫

𝑎sinh 𝑡𝑑𝑡

𝑎sinh 𝑡
= ∫ 𝑑𝑡 = 𝑡 + 𝐶 

លោយលយើងបានាង   cosh t=  x  a   លយើងបាន  t= cosh_-1(x/a)   និងរូបម្នត  

2□ ∫ 𝑑𝑥

√𝑥2−𝑎2
= cosh−1 (

𝑥

𝑎
) + 𝐶 

\textbf សាំគល់ៈ   ាម្រលបៀបលោះទ្សាយរើ២ លៅែន ងខាងលលើបានបរហ ញថ្ន ការជាំន៊ួសលោយលទ្បើ 
អន គម្ន៍អ ើកពបូលិែ គឺអចដូចការជាំន៊ួសអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្តកដរ ល ើយលពលខ្លះការាងលោយលទ្បើអន 
គម្ន៍អ ើកពបូលិែ អចលធ្វើឱ្យលយើងររ៊ួលបានអ ាំងលតទ្កាលននអន គម្ន៍រយជាងម្ ន។ ប  កនតជារូលៅលយើង
លទ្ចើនលទ្បើការជាំន៊ួសលោយលទ្បើអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត លទ្ ះរូបម្នតទ្តើលកា មទ្ត ទ្តូវបានលទ្បើទ្បាស់លទ្ចើ
ន។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫  
3√3/2

0

𝑥2

(4𝑥2+9)3/2
𝑑𝑥 

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លយើងសលងកតលឃើញថ្ន(4𝑥2 + 9)
3/2

= √(4𝑥2 + 9)3 ែន ងែរ ើ លនះ គឺលទ្បើការជាំន៊ួស
លោយអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត ។  

ាង  𝑥 =  
3

2
 𝑡𝑎𝑛 𝜃  លនាះលយើងបាន  𝑑𝑥 =  

3

2
 𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃  និង  

 √4𝑥2 + 9 = √4 (
9

4
tan2 𝜃 + 9) = √9(tan2 𝜃 + 1) = √9 sec2 𝜃 = 3 sec 𝜃 
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លពលកដល  𝑥 = 0, 𝑡𝑎𝑛 𝜃 = 0  លនាះ  𝜃 = 0   និង លៅលពលកដល  𝑥 =
3√3

2
, 𝑡𝑎𝑛 𝜃 =

3√3

2
   លនាះ

  𝜃 =
𝜋

3
  

∫  
3√3/2

0

𝑥2

(4𝑥2 + 9)3/2
𝑑𝑥 = ∫  

𝜋/3

0

27
8 tan3 𝜃

27sec3 𝜃
⋅

3

2
sec2 𝜃𝑑𝜃

=
3

16
∫  

𝜋/3

0

tan3 𝜃

sec 𝜃
𝑑𝜃 =

3

16
∫  

𝜋/3

0

sin3 𝜃

cos2 𝜃
𝑑𝜃

=
3

16
∫  

𝜋/3

0

1 − cos2 𝜃

cos2 𝜃
sin 𝜃𝑑𝜃

 

ឥ ូវលនះលយើងលទ្បើវធិ្ើជាំន៊ួស  𝑢 =  𝑐𝑜𝑠 𝜃  លនាះ  𝑑𝑢 = − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑑𝜃  និង  

   

លបើ   𝑥 = 0, 𝑢 = 1         លបើ   𝑥 =
𝜋

3
, 𝑢 =  

1

2
  

លយើងបាន  

∫  

3√3
3

0

𝑥2

(4𝑥2 + 9)
3
2

𝑑𝑥 = −
3

16
∫  

1
2

1

1 − 𝑢2

𝑢2
𝑑𝑢

=
3

16
∫  

1
2

1

1 − 𝑢−2𝑑𝑢 =
3

16
[𝑢 +

1

𝑢
]

1

1
2

 

=
3

16
[(

1

2
+ 2) − (1 + 1)] =

3

32
 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫ 𝑥

√3−2𝑥−𝑥2
𝑑𝑥  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 ការគ នាអ ាំងលតទ្កាលលនះ គឺទ្តូវលទ្បើការជាំន៊ួសលោយអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត កដល
ដាំបូងលយើងទ្តូវ បាំកលងែលនាម្ែន ងរា ឌ្ើកាល កដលលយើងអចលទ្បើរូបម្នតកដលទ្តូវាង  

  3 − 2𝑥 − 𝑥2   = 3 − (𝑥2 + 2𝑥) = 4 − (𝑥2 + 2𝑥 + 1)  

  = 4 − (𝑥 + 1)2 
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ដាំបូងលយើងាង  𝑢 = 𝑥 + 1  លនាះ  𝑑𝑢 = 𝑑𝑥  និង  𝑥 = 𝑢 − 1  អញ្ច ឹងលយើងបាន 

∫
𝑥

√3 − 2𝑥 − 𝑥2
𝑑𝑥 = ∫

𝑢 − 1

4 − 𝑢2
𝑑𝑢 

បនាទ ប់ម្ែ លយើងអចលទ្បើវធិ្ើជាំន៊ួសអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត លោយ  𝑢 = 2 𝑠𝑖𝑛 𝜃    លនាះលយើង
ររ៊ួលបាន  𝑑𝑢 = 2 𝑐𝑜𝑠 θ  𝑑𝜃    ល ើយ    

√4 − 𝑢2 = √4 − 4sin2 𝜃 = √4(1 − sin2 𝜃) = √4cos2 𝜃 = 2cos 𝜃 
លនាះលគបាន 

∫
𝑥

√3 − 2𝑥 − 𝑥2
𝑑𝑥 = ∫

𝑢 − 1

√4 − 𝑢2
𝑑𝑢

= ∫
2sin 𝜃 − 1

√4 − 4sin2 𝜃
⋅ 2cos 𝜃𝑑𝜃

= ∫
2sin2 𝜃 − 1

2cos 𝜃
⋅ 2cos 𝜃𝑑𝜃

= ∫(2sin 𝜃 − 1)𝑑𝜃

= −2cos 𝜃 − 𝜃 + 𝐶

 

លយើងមន  𝑢 = 2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , លនាះ   𝑠𝑖𝑛 𝜃 =  
𝑢

2
   ។ ែន ងែរ ើ លនះាម្រាំនាែ់រាំនងទ្តើលកា មទ្ត 

លយើងែាំ ត់ទ្ជុងឈម្ននទ្តើលកា កែង មនររវ ស់  𝑢  និង អ ើប ូលតន សមនររវ ស់  2  ។ 

 
ាម្រូបទ្តើលកា កែងខាងលលើ លនាះលយើងអចគ នា   𝑐𝑜𝑠 𝜃   ាម្រូបម្នតរាំនាែ់រាំនងមទ្តែន ង

ទ្តើលកា កែង លគបាន 

𝑐𝑜𝑠 𝜃 =   
√4 − 𝑢2

2
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∫
𝑥

√3 − 2𝑥 − 𝑥2
𝑑𝑥 = −2cos 𝜃 − 𝜃 + 𝐶

= −√4 − 𝑢2 − sin−1 (
𝑢

2
) + 𝐶

= −√4 − (𝑥 + 1)2 − sin−1 (
𝑥 + 1

2
) + 𝐶

 

លាំហាត់4៖  

[1-3] គ នាលោយលទ្បើវធិ្ើជាំន៊ួសអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត ទ្ពម្ទា ាំងគ៊ួស និង  ោែ់លឈាម ះ ទ្តើ
លកា កែងកដលទ្តូវលទ្បើៈ 

1 ∫
𝑑𝑥

𝑥2√4−𝑥2
𝑑𝑥 

2 ∫
𝑥2

√𝑥2−4
𝑑𝑥, 

3 ∫
√𝑥2−4

𝑥
𝑑𝑥, 

 

[4-30] គ នាអ ាំងលតទ្កាលខាងលទ្កាម្ៈ 

4  ∫
0

1
 𝑥3√1 − 𝑥2𝑑𝑥 

5 ∫
√2

2
 

1

𝑡3√𝑡2−1
𝑑𝑡 

6 ∫
0

3
 

𝑥

√36−𝑥2
𝑑𝑥 

7 ∫
0

𝑎
 

𝑑𝑥

(𝑎2+𝑥2)3/2 
8 ∫

𝑑𝑡

𝑡2√𝑡2−16
 

9 ∫
𝑑𝑥

√𝑥2+16
 

10 ∫
𝑡5

√𝑡2+2
𝑑𝑡 

11 ∫ √1 − 4𝑥2𝑑𝑥 
12 ∫

𝑑𝑢

𝑢√5−𝑢2
 

13 ∫
√𝑥2−9

𝑥3
𝑑𝑥 

14 ∫
0

1
 

𝑑𝑥

(𝑥2+1)2
 

15 ∫
0

𝑎
 𝑥2√𝑎2 − 𝑥2𝑑𝑥 

16 ∫
√2/3

2/3
 

𝑑𝑥

𝑥2√9𝑥2−1
𝑑𝑥 

17 ∫
𝑥

√𝑥2−7𝑑𝑥
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18 ∫
𝑑𝑥

[(𝑎𝑥)2−𝑏2]
𝑑𝑥 

19 ∫
√1+𝑥2

𝑥
𝑑𝑥 

20 ∫
𝑥

√1+𝑥2
𝑑𝑥 

21 ∫
0

0.6
 

𝑥2

√9−25𝑥2
𝑑𝑥 

22 ∫
0

1
 √𝑥2 + 1𝑑𝑥 

23 ∫ √5 + 4𝑥 − 𝑥2𝑑𝑥 
24 ∫

𝑑𝑡

√𝑡2−6𝑡+13
𝑑𝑡 

25 ∫
𝑥

√𝑥2+𝑥+1
𝑑𝑥 

26 ∫
𝑥2

(3+4𝑥−4𝑥2)3/2 𝑑𝑥 
27 ∫ √𝑥2 + 2𝑥𝑑𝑥 
28 ∫

𝑥3

(𝑥2−2𝑥+2)2 𝑑𝑥 

[31.] (a) លទ្បើទ្បាស់វធិ្ើជាំន៊ួសអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត បរហ ញថ្ន 

∫
𝑑𝑥

√𝑥2 + 𝑎2
= ln |𝑥 + √𝑥2 + 𝑎2| + 𝐶 

      (b) លទ្បើទ្បាស់វធិ្ើជាំន៊ួស អន គម្ន៍អ ើកពបូលិែលោយាង  𝑥 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑡  បរហ ញថ្ន 

∫
𝑑𝑥

√𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 = sinh−1 (

𝑥

𝑎
) + 𝐶 

[32] គ នា 

∫
𝑥2

(𝑥2 + 𝑎2)
𝑑𝑥 

 (a). លទ្បើវធិ្ើជាំន៊ួសអន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត។ 

         (b). លទ្បើការជាំន៊ួសអន គម្ន៍អ ើកពបូលិែ លោយាង  𝑥 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝑡 ។ 

[33.] គ នាតនម្លាំម្ធ្យម្ ននអន គម្ន៍  𝑓(𝑥) =  
√𝑥2−1

𝑥
 , 1 ≤  𝑥 ≤  7 ។ 

[34.] គ នាទ្ែឡានផទខ្ ា លោយកខ្សលកាងអ ើកពបូល  9𝑥2 − 4𝑦2 = 36   និង  𝑥 = 3 ។ 



  

 

 300  

 

[35.] បរហ ញរូបម្នតទ្ែឡានផទ ចលទ្ម្ៀែថ្នស់ កា ាំ  r  និង ម្ ាំ  𝜃   គឺ  𝐴 =  
1

2
 𝑟2𝜃 ។ ក នា ាំៈ  ឧបម

ថ្ន  0 ≤ 𝜃 ≤   
𝜋

2
   និងជារងវង់ផចិតលៅទ្តង់គល់តទ្មុ្យ មនសម្ើការ  𝑥2 + 𝑦2 = 1  លនាះ  A  គឺជាទ្ែឡា

នផទននទ្តើលកា   POQ  និង ទ្ែឡានផទតាំបន់  PQR  ដូចែន ងរូបខាងលទ្កាម្។ 

 
[36.] គ នាអ ាំងលតទ្កាល  

∫
𝑑𝑥

𝑥4√𝑥2 − 2
 

គ៊ួសទ្កាបអន គម្ន៍ និងទ្កាបអ ាំងលតទ្កាលរបស់វា លៅលលើទ្កាបកតម្៊ួយ រ៊ួចពិនិតយចលម្លើយរបស់អនែ។ 

[37.] គ នាមឌ្សូលើតកដលបានម្ែពើការបងវិលជ ាំវញិអ័ែស  ox  ននទ្ែឡានផទខ្ ា លោយកខ្ស
លកាង  𝑦 =  

9

𝑥2+9
  , 𝑦 = 0, 𝑥 = 0  និង  𝑥 = 3 ។ 

[38.] គ នាមឌ្សូលើតកដលបានម្ែពើការបងវិលជ ាំវញិអ័ែស  𝑥 = 1  

ននទ្ែឡានផទខ្ ា លោយកខ្សលកាង  𝑦 = 𝑥√1 − 𝑥2  , និង  0 ≤  𝑥 ≤  1 ។ 

[39.] (a). លទ្បើវធិ្ើការជាំន៊ួសអន គម្ន៍ទ្តើលកា  លដើម្បើបរហ ញថ្ន 

∫  
𝑥

0

√𝑎2 − 𝑡2𝑑𝑡 =
1

2
𝑎2 sin−1 (

𝑥

𝑎
) +

1

2
𝑥√𝑎2 − 𝑥2 

        (b). លទ្បើរូបខាងលទ្កាម្ លដើម្បើផតល់លែខ ៈធ្រ ើ មទ្ត ននសម្ើការកដលមនលៅែន ងចាំ  ច 
(a)។ 
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[40.] បា រា បូល  𝑦 =  

1

2
 𝑥2  កចែថ្នស  𝑥2 + 𝑦2 ≤  8  ជាពើរកផនែ។ គ នាទ្ែឡានផទននកផនែទា ាំង

ពើរលនាះ។ 

[41.] Torus ម្៊ួយគឺលែើតល ើងពើការបងវិលរងវង់  𝑥2 + (𝑥 − 𝑅)2 = 𝑟2  ជ ាំវញិអ័ែស  0𝑥  ។ គ នា
មឌ្ខាងែន ងរបស់ Torusលនាះ។ 

[42] កខ្សបញ្ចូ លលភលើងម្៊ួយ មនទ្បកវង  L  បលងកើតអគិាសនើលៅទ្តង់ចាំ  ច  P(a,b)  កដលលអយ
លោយសម្ើការ  

𝐸(𝑃) = ∫  
𝑙−𝑎

−𝑎

𝜆𝑏

4𝜋𝜖0(𝑥2 + 𝑏2)3/2
𝑑𝑥 

កដល  𝜆   ជាដង់ស ើលតបញ្ចូ លែន ងម្៊ួយឯែាទ្បកវងលៅលលើកខ្ស និង  𝜖0    គឺជាលាំ លសរ ើ(លម្ើលរូប( 
។ គ នាអ ាំងលតទ្កាលលដើម្បើែាំ ត់ែលនាម្ចាំល ះអគាិសនើ  E(P) ។ 

 
[43.] គ នាទ្ែឡានផទនន ចាំ ិតទ្ពះចនទកដលខ្ ា លោយកខ្សរងវង់ពើរកដលមនកា ាំ  r  និង  R  

(លម្ើលរូប( 
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៣.ន. គណនាអាងំរតស្រកាលអនុគមន៍េនិទានរោយរស្របើ ស្របភាគរោយថ្ផៃក  

ែន ងកផនែលនះលយើងនឹងបលងកើតវធិ្ើគ នាអ ាំងលតទ្កាលចាំល ះអន គម្ន៍សនិទាន(កដលមនភាគយែ
និងភាគកបងជាព  ធា( លោយការបាំកបែអន គម្ន៍លនាះជា ផលបូែអន គម្ន៍ទ្បភាគរយ កដលលយើងលៅ
ថ្ន ទ្បភាគកផនែ។ ម្ ននឹងឈានដល់វធិ្ើគ នាអ ាំងលតទ្កាល លយើងពិនិតយលលើផលដែននទ្បភាគដូចខាង
លទ្កាម្ 

1

𝑥 − 1
−

1

𝑥 + 2
=

2(𝑥 + 2) − (𝑥 − 1)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
=

𝑥 + 5

𝑥2 + 𝑥 − 2
 

ឥ ូវលនះលយើងអន វតតន៍អ ាំងលតទ្កាលលលើអងាសងខាងននសម្ើការខាងលលើ 

∫
𝑥 + 5

𝑥2 + 𝑥 − 2
𝑑𝑥   = ∫ (

2

𝑥 − 1
−

1

𝑥 + 2
) 𝑑𝑥 

= 2ln |𝑥 − 1| − ln |𝑥 + 2| + 𝐶 
លយើងសលងកតលឃើញថ្នែន ងការគ នាអ ាំងលតទ្កាលលនះ លទ្កាយពើបាំកបែជារាំរង់ទ្បភាគកផនែ លយើង

អចលទ្បើរូបម្នតទ្គឹះកដលបានសិែាែនលងម្ែកដលលទ្បើវធិ្ើគ នាោ ងរយ។  

លដើម្បើលទ្បើវធិ្ើទ្បភាគកផនែ ែន ងការរររូលៅ លយើងទ្តូវគិតពិចារណាលលើទ្បភាគសនិទានកដលទ្តូវ
គ នាអ ាំងលតទ្កាល 

𝑓(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
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កដល  P  និង  Q  ជា ព  ធា។ លយើអចបាំកបែ  f  ជាផលបូែទ្បភាគរយបានលបើសិនជា  P  មន
ដឺលទ្ែទាបជាងដឺលទ្ែ  Q  ។ ទ្បភាគកបបលនះលៅថ្ន ទ្បភាគផ្លទ ល់ (Proper)។  

1

1 1 0( ) n n

n nP x a x a x a x a−

−= + + +  
កដល  𝑎𝑛 ≠  0  លនាះលគថ្ន  𝑃  មនដឺលទ្ែ  𝑛  ល ើយលគែាំនត់សរលសរ  𝑑𝑒𝑔(𝑃) = 𝑛  ។ 

លបើ  𝑓  មិ្នផ្លទ ល់ (𝑖𝑚𝑝𝑟𝑜𝑝𝑒𝑟)មនន័យថ្ន  𝑑𝑒𝑔 (𝑃) ≥  𝑑𝑒𝑔 (𝑄)  លនាះ លយើងទ្តូវមនជាំហាន
បឋម្ននការកចែ  P  នឹង  Q  កដលមនសាំ ល់  𝑅(𝑥)  កដល  𝑑𝑒𝑔 (𝑅) < 𝑑𝑒𝑔(𝑄)  លនាះលគបានែលនាម្
ផលកចែគឺ  

1□  
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

P x R x
f x S x

Q x Q x
= = +

 
កដល  S  និង  R  ជាព  ធា។  

ែន ងឧទា រ ៍ខាងលទ្កាម្លនះ នឹងបរហ ញខ្លះៗពើវធិ្ើដាំបូងកដលលយើងទ្តូវការលទ្បើ។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  
3

1

x x
dx

x

+

−   

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លោយសារកតដឺលទ្ែភាគយែធ្ាំជាងដឺលទ្ែភាគកបង លនាះលយើងអចរែសាំ ល់បាន 

 
 ដូចលនះលគបាន 
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∫
𝑥3 + 𝑥

𝑥 − 1
𝑑𝑥 = ∫ (𝑥2 + 𝑥 + 2 +

2

𝑥 − 1
) 𝑑𝑥

=
𝑥3

3
+

𝑥2

2
+ 2𝑥 + 2ln |𝑥 − 1| + 𝐶

 

វធិ្ើសាង្គ្សតបនាទ ប់គឺការសរលសរភាគកបងជាផលគ  ែាត លបើអចលធ្វើបាន។ លយើងដឹងថ្នព  ធា  Q  
ខ្លះអ ាំចសរលសរជាផលគ  ែាត កដលមនរាំរង់លើលនកអ៊ា ( ax+b ) និង ព  ធាដឺលទ្ែរើ២ កដលមិ្នអច
ោែ់ជាផលគ  ែាត បាន ( ax^2+bx+c=0,\ \ \text កដល   b^2-4ac<0 )។  ជាឧទា រ ៍, លបើ  
Q(x)=x^4-16  ែន ងែរ ើ លនះលយើងអចសរលសរជា ផលគ  ែាត បាន 

𝑄(𝑥) = (𝑥2 − 4)(𝑥2 + 4) = (𝑥 − 2)(𝑥 + 2)(𝑥2 + 4) 
ជាំហានរើ៣ គឺការសរលសរអន គម្ន៍ទ្បភាគផ្លទ ល់  R(x)/Q(x)  (រាំរង់សម្ើការ1) ជាផលបូែទ្បភា

គកផនែ ែន ងរាំរង់ 
𝐴

(𝑎𝑥 + 𝑏)
 ឬ 

𝐴𝑥 + 𝐵

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑗
 

ាម្លែខ ៈពើជគ ិតពិតជាធានាថ្ន លយើងអចលធ្វើវាបាន។ វាមនែរ ើ ជាលទ្ចើនលែើតល ើងៈ  

ែរ ើ 1:  ការសរលសរែលនាម្ភាគកបងជាផលគ  ែាត លើលនកអ៊ាខ្ សៗគន  មនន័យថ្នលយើងអច
សរលសរ  

𝑄(𝑥) = (𝑎1𝑥 + 𝑏1)(𝑎2𝑥 + 𝑏2) ⋯ (𝑎𝑘𝑥 + 𝑏𝑘) 
កដលគម នែាត ណាម្៊ួយដូចគន ។ ែន ងែរ ើ ននទ្រឹសតើបរននទ្បភាគកផនែ លនាះមនលម្គ    A1

, A2, ⋯ , An   កដល   

1 2

1 1 2 2

( )

( )

k

k k

AA AR x

Q x a x b a x b a x b
= + + +

+ + +  
លម្គ  ខាងលលើលនះអចែាំ ត់បានាម្ឧទា រ ៍ខាងលទ្កាម្។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល   ∫
 𝑥2+2𝑥−1

2𝑥3+3𝑥2−2𝑥
 𝑑𝑥    

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 
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 លោយដឺលទ្ែភាគយែទាបជាងដឺលទ្ែភាគកបង លនាះលយើងមិ្នចា ាំបាច់លធ្វើទ្បម ាំ វធិ្ើកចែ កត
លយើងសែលបងសសរលសរភាគកបងជាផលគ  ែាត  

 2𝑥3 + 3𝑥2 − 2𝑥 = 𝑥(2𝑥2 + 3𝑥 − 2) = 𝑥(2𝑥 − 1)(𝑥 + 2) 
លោយភាគកបងមនបើែាត ខ្ សៗគន  លនាះទ្បភាគកផនែននអន គម្ន៍គឺមនរាំរង់  
 3□  

𝑥2 + 2𝑥 − 1

𝑥(2𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
 =  

𝐴

𝑥
 +  

𝐵

2𝑥 − 1
 +  

𝐶

𝑥 + 2
 

លដើម្បើែាំ ត់តនម្ល  𝐴, 𝐵  និង  𝐶   លយើងគ  អងាទា ាំងពើរ លោយែលនាម្ផលគ   

  𝑥(2𝑥 − 1)(𝑥 + 2)  លនាះលយើងបាន  
 4□  
 𝑥2 + 2𝑥 − 1 = 𝐴(2𝑥 − 1)(𝑥 + 1) + 𝐵𝑥(𝑥 + 2) + 𝐶𝑥(2𝑥 − 1) 
លយើងពនាល តអងាខាងសាត ាំ ននសម្ើការ  4  និង សរលសរវាជារាំរង់សដង់ោរបស់ព  ធា លយើងបាន  
 5□  
 𝑥2 + 2𝑥 − 1 = (2𝐴 + 𝐵 + 2𝐶)𝑥2 + (3𝐴 + 2𝐵 − 𝐶)𝑥 − 2𝐴 
លយើងលឃើញថ្នសម្ើការខាងលលើលនះពិត ទ្គប់  x  កាលណា លម្គ  ននែលនាម្អងាទា ាំងពើរលនះលសមើគន  

លយើងបាន 
2𝐴 + 𝐵 + 2𝐶 = 1
3𝐴 + 2𝐵 − 𝐶 = 2

−2𝐴 = −1
 

 លោះទ្សាយលយើងបានចលម្លើយ  𝐴 =  
1

2
 , 𝐵 =  

1

5
   និង  𝐶 =  −

1

10
   ល ើយលយើងបានអ ាំង

លតទ្កាល 

∫
𝑥2 + 2𝑥 − 1

2𝑥3 + 3𝑥2 − 2𝑥
𝑑𝑥 = ∫ [

1

2

1

𝑥
+

1

5

1

2𝑥 − 1
−

1

10

1

𝑥 + 2
] 𝑑𝑥

=
1

2
ln |𝑥| +

1

10
ln |2𝑥 − 1| −

1

10
ln |𝑥 + 2| + 𝐾

 

សមា ល់ៈ  ចាំល ះការលោះទ្សាយ រែលម្គ    𝐴, 𝐵  និង  𝐶  ែន ងឧទា រ ៍ខាងលលើ សម្ើការ  4  
លបើវាលផទៀងផ្លទ ត់ទ្គប់  x  លយើងអចលទ្បើលើម្ើតលលើអងាសងខាងលោយ  𝑥 →  0  ទាញបាន  𝐴 , 𝑥 →   

1

2
   



  

 

 306  

 

ទាញបាន  𝐵  និង  𝑥 →  −2  ទាញបាន  C  លទ្ ះែន ងសម្ើការ  4  ែន ងការរែ  𝐴, 𝐵,   𝐶 ,  វាពិតកាលណា
  𝑥 ≠  0, 𝑥 ≠   

1

2
 , 𝑥 ≠  −2  ប  កនតមន លសៀវលៅជាលទ្ចើនកដល លគយែ  𝑥 = 1, 𝑥 =  

1

2
 , 𝑥 = −2 ។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫  
𝑑𝑥

(𝑥2−𝑎2)
  , កដល  𝑎 ≠  0  ។ 

  សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លយើងលទ្បើវធិ្ើទ្បភាគកផនែ  
1

𝑥2 − 𝑎2
=

1

(𝑥 − 𝑎)(𝑥 + 𝑎)
=

𝐴

𝑥 − 𝑎
+

𝐵

𝑥 + 𝑎
 

 លនាះលយើងបាន  

 𝐴(𝑥 + 𝑎) + 𝐵(𝑥 − 𝑎) = 1, កដល    𝑥 ≠  ± 𝑎 
 លយើងអន វតតន៍លលើអងាទា ាំអពើរ លើម្ើត  𝑥 →  𝑎  និង  𝑥 →  −𝑎  លនាះលគបាន  𝐴 =  

1

2𝑎
   និង

 𝐵 =  −
1

2𝑎
   ។ 

∫
𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑎2
=

1

2𝑎
∫ (

1

𝑥 − 𝑎
−

1

𝑥 + 𝑎
) 𝑑𝑥

=
1

2𝑎
(ln |𝑥 − 𝑎| − ln |𝑥 + 𝑎|) + 𝐶

 

 លយើងអចសរលសរអ ាំងលតទ្កាលជា  
 6□ 

∫
𝑑𝑥

𝑥2 − 𝑎2
=

1

2𝑎
ln |

𝑥 − 𝑎

𝑥 + 𝑎
| + 𝐶 

ែរ ើ  2:   𝑄(𝑥)  ជាផលគ  ននែាត កដលមនែាត ខ្លះទ្ចាំកដលៈ  

ឧបមថ្ន ែលនាម្  𝑎1𝑥 + 𝑏1  ទ្ចាំកដល  𝑟  ដង មនន័យថ្ន  (𝑎1𝑥 + 𝑏1)𝑟  ជាែាត ម្៊ួាូយនន 
 𝑄(𝑥)  ។ លនាះត៊ួ   𝐴

𝑎1𝑥+𝑏1
   ននសម្ើការ  2  គឺទ្តូវបានជាំន៊ួសលោយ ែលនាម្   

 7□  
𝐴1

𝑎1𝑥 + 𝑏1
+

𝐴2

(𝑎1𝑥 + 𝑏1)2
+ ⋯ +

𝐴𝑟

(𝑎1𝑥 + 𝑏1)𝑟
 



  

 

 307  

 

ាម្ម្លធ្ាបាយលនះ លយើងអចសរលសរែលនាម្ខាងលទ្កាម្ 
𝑥3 − 𝑥 + 1

𝑥2(𝑥 − 1)3
=

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥2
+

𝐶

𝑥 − 1
+

𝐷

(𝑥 − 1)2
+

𝐸

(𝑥 − 1)3
 

ាម្ការសរលសរខាងលលើលនះលយើងអចគ នាអ ាំងលតទ្កាលបានោ ងរយ។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫   
𝑥4−2𝑥2+4𝑥+1

  𝑥3−𝑥2−𝑥+1
 𝑑𝑥  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 ជាំហានដាំបូងលយើងកចែព  ធាររ៊ួចសរលសរជាផលបូែ 
𝑥4 − 2𝑥2 + 4𝑥 + 1

  𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1
 = 𝑥 + 1 +  

4𝑥

  𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1
 

 ជាំហានបនាទ ប់ គឺការសរលសរជាផលគ  ែាត  ននែលនាម្ភាគកបង  𝑄(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥2 −

𝑥 + 1  ។ លោយ  𝑄(1) = 0  លនះមនន័យថ្ន  𝑥 − 1  ជាែាត ម្៊ួយននភាគកបង រ៊ួចលទ្បើវធិ្ើកចែ  𝑄(𝑥)  នឹង
  𝑥 − 1  លគអចសរលសរ 

   
  𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1   = (𝑥 − 1)(𝑥2 − 1) = (𝑥 − 1)(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)  

  = (𝑥 − 1)2(𝑥 + 1) 

   

 លោយសារកត ែលនាម្  x-1  លែើតល ើងពើរដង លគបានផលបូែទ្បភាគកផនែគឺ 

2 2

4

( 1) ( 1) 1 ( 1) 1

x A B C

x x x x x
= + +

− + − − +  
 លយើងតទ្មូ្វភាគកបងរ៊ួម្  (𝑥 − 1)2(𝑥 + 1)  លយើងបាន  
 8□  
   
  4𝑥   = 𝐴(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥 + 1) + 𝐶(𝑥 − 1)2  

  = (𝐴 + 𝐶)𝑥2 + (𝐵 − 2𝐶)𝑥 + (−𝐴 + 𝐵 + 𝐶) 
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 លយើងផទឹម្លម្គ  ននអងាទា ាំងពើរលគបាន 

{
𝐴 + 𝐶 = 0

𝐵 − 2𝐶 = 4
𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 0

 

 លយើងលោះទ្សាយសម្ើការលនះលយើងបាន  𝐴 = 1, 𝐵 = 2, 𝐶 = −1  ល ើយលយើងបាន 

∫
𝑥4 − 2𝑥2 + 4𝑥 + 1

𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑑𝑥 = ∫ [𝑥 + 1 +

1

𝑥 − 1
+

2

(𝑥 − 1)2
−

1

𝑥 + 1
] 𝑑𝑥

=
𝑥2

2
+ 𝑥 + ln |𝑥 − 1| −

2

𝑥 − 2
− ln |𝑥 + 1| + 𝐶

=
𝑥2

2
+ 𝑥 −

2

𝑥 − 2
− ln |

𝑥 − 1

𝑥 + 1
| + 𝐶

 

  ែរ ើ ៣ាៈ   𝑄(𝑥)  មនផទ ែែាត ដឺលទ្ែរើ២ (កដលគម ននរសឹជាចាំន៊ួនពិត( មិ្នទ្ចាំកដលៈ  

 លបើែលនាម្  𝑄(𝑥)  មនែាត   𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐  កដល  𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0  

លនាះផលបូែទ្បភាគកផនែនន 
𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥)
  ែន ង សម្ើការ (2) និង (7) គឺមនែលនាម្  

 9□ 
𝐴𝑥 + 𝐵

  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
 

 កដល  𝐴, 𝐵  ជាចាំន៊ួនពិតកដលទ្តូវែាំ ត់។ ជាឧទា រ ៍ ចាំល ះែលនាម្  𝑓(𝑥) =

 
𝑥

(𝑥−1)(𝑥2+1)(𝑥2+4)
    មនផលបូែននទ្បភាគកផនែគឺ 

𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥2 + 1)(𝑥2 + 4 )
 =  

𝐴

  𝑥 − 1 
+  

𝐵𝑥 + 𝐶

  𝑥2 + 1
+  

𝐷𝑥 + 𝐸

  𝑥2 + 4
 

   

ចាំល ះែលនាម្ 9 អចគ នាអ ាំងលតទ្កាលបាន លោយការបាំកលងភាគកបងលៅជារាង  x^2\pm 
a^2  ែន ងែរ ើ លនះ លយើងអចលទ្បើរូបម្នតអ ាំងលតទ្កាលបកនេម្គឺ  

 10□  

∫
𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑎2
𝑑𝑥 =

1

𝑎
tan−1 (

𝑥

𝑎
) + 𝐶 
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 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫   
2𝑥2−𝑥+4

  𝑥3+4𝑥
 𝑑𝑥  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លយើងសលងកតលឃើញថ្ន  𝑥3 + 4𝑥 = 𝑥(𝑥2 + 4)  កដលមិ្នអចបាំកបែជាផលគ  ែាត បនត
លរៀតបាន លនាះលយើងអចសរលសរ 

2𝑥2 − 𝑥 + 4

  𝑥(𝑥2 + 4)
 =  

𝐴

𝑥
 +

 𝐵𝑥 + 𝐷 

 𝑥2 + 4
 

 លយើងគ  អងាទា ាំងពើរ នឹង  𝑥(𝑥2 − 4)  លគបាន 
2𝑥2 − 𝑥 + 4  = 𝐴(𝑥2 + 4) + (𝐵𝑥 + 𝐶)𝑥 

  = (𝐴 + 𝐵)𝑥2 + 𝐶𝑥 + 4𝐴 

 ផទឹម្លម្គ  ននសម្ើការទា ាំងពើរ លគបាន 
2

1

4 4

A B

C

A

+ =


= −
 =  
 លយើងលោះទ្សាយសម្ើការលនះ លយើងបាន  

𝐴 = 1, 𝐵 = 1, 𝐶 = −1 
   

 ដូចលនះលយើងបានអ ាំងលតទ្កាល 
  

∫  
2𝑥2 − 𝑥 + 4

𝑥3 + 4𝑥
= ∫  (

1

𝑥
+

𝑥 − 1

𝑥2 + 4
) 𝑑𝑥 

 លោយពិនិតយអ ាំងលតទ្កាលត៊ួរើពើរ 
   

∫  
𝑥 − 1

𝑥2 + 4
𝑑𝑥 = ∫  

𝑥

𝑥2 + 4
𝑑𝑥 − ∫  

𝑑𝑥

𝑥2 + 4
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 លយើងជាំន៊ួស  𝑢 = 𝑥2 + 4  លៅែន ងអ ាំងលតទ្កាលរើ ១    𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥  រ៊ួចគ នាអ ាំងលត
ទ្កាលរើ២លោយលទ្បើរូបម្នត 10 កដល  𝑎 = 2   លគបាន 

∫  
2𝑥2 − 𝑥 + 4

𝑥(𝑥2 + 4)
𝑑𝑥  = ∫  

1

𝑥
𝑑𝑥 + ∫  

𝑥

𝑥2 + 4
𝑑𝑥 − ∫  

1

𝑥2 + 4
𝑑𝑥

 = ln |𝑥| +
1

2
ln (𝑥2 + 4) −

1

2
tan−1 (

𝑥

2
) + 𝐾

 

 ឧទា រ ៍៖ 
   

∫  
4𝑥2 − 3𝑥 + 2

4𝑥2 − 4𝑥 + 3
𝑑𝑥 

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 លោយដឺលទ្ែភាគយែមិ្នតូចជាងដឺលទ្ែភាគកបង លនាះលយើងលធ្វើការកចែព  ធា 
4𝑥2 − 3𝑥 + 2

4𝑥2 − 4𝑥 + 3
= 1 +

𝑥 − 1

4𝑥2 − 4𝑥 + 3
 

 លោយ   4𝑥2 − 4𝑥 + 3   មិ្នអចសរលសរជាផលគ  ែាត បាន លទ្ ះ   𝑏2 − 4𝑎𝑐 =

−32 < 0   ។ 

  ូវលនះលយើងលទ្បើកាលរបាំលពញលៅភាគកបង លយើងបានែលនាម្ភាគកបងគឺ 
  4𝑥2 − 4𝑥 + 3 = (2𝑥 − 1)2 + 2 
   

 ាង   𝑢 = 2𝑥 − 1   លនាះ   𝑑𝑢 = 2𝑑𝑥   ល ើយ   𝑥 =  
1

2
 (𝑢 + 1)   លគបាន 
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∫  
4𝑥2 − 3𝑥 + 2

4𝑥2 − 4𝑥 + 3
𝑑𝑥  = ∫  (1 +

𝑥 − 1

4𝑥2 − 4𝑥 + 3
) 𝑑𝑥

 = 𝑥 +
1

2
∫  

1
2 (𝑢 + 1) − 1

𝑢2 + 2
𝑑𝑢 = 𝑥 +

1

4
∫  

𝑢 − 1

𝑢2 + 2
𝑑𝑢

 = 𝑥 +
1

4
∫  

𝑢

𝑢2 + 2
𝑑𝑢 −

1

4
∫  

1

𝑢2 + 2
𝑑𝑢

 = 𝑥 +
1

8
ln |𝑢2 + 2| −

1

4
⋅

1

√2
tan−1 (

𝑢

√2
) + 𝐶

 = 𝑥 +
1

4
ln (4𝑥2 − 4𝑥 + 3) −

1

4√2
tan−1 (

2𝑥 − 1

√2
) + 𝐶

 

សាំគល់ៈ  ែន ងឧទា រ ៍ខាងលលើលយើងជាំន៊ួសអ ាំងលតទ្កាល ននទ្បភាគកផនែលោយ រាំរង់ 
(Ax + B)

  ax2 + bx + 𝑐 
    កដល    𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0 

  

លយើងលទ្បើកាលរបាំលពញចាំល ះភាគកបងលដើម្បើលយើងអចគ នាាម្អ ាំងលតទ្កាល ែន ងរទ្ម្ង់ 

∫
𝐶𝑥 + 𝐷

𝑢2 + 𝑎2
𝑑𝑢 = 𝐶∫

𝑢

𝑢2 + 𝑎2
𝑑𝑢 + 𝐷∫

1

𝑢2 + 𝑎2
𝑑𝑢 

ចាំល ះផលបូែអ ាំងលតទ្កាលទា ាំងពើរលយើងអចគ នាបានាម្រូបម្នតទ្គឹះ គឺអ ាំងលតទ្កាលរើ១ជា
អន គម្ន៍លោការ ើត និងអងលតទ្កាលរើពើរជា tan−1   ។  

ែរ ើ រើ 4   𝑄(𝑥)  ផទ ែដឺលទ្ែរើ២ (មិ្នអចបាំកបែជាផលគ  ែាត ដឺលទ្ែរើ១(ទ្ចាំកដលៈ  

លបើសិនជា  𝑄(𝑥)  មនែាត   (𝑎𝑥62 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑟  កដល  𝑏2 − 4𝑎𝑐 < 0  លនាះលគអចជាំន៊ួសត៊ួលៅ
កផនែ 9 លោយ ផលបូែ  

11□  
𝐴1𝑥 + 𝐵1

𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
+

𝐴2𝑥 + 𝐵2

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)2
+ ⋯ +

𝐴𝑟𝑥 + 𝐵𝑟

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑟
 

 ឧទា រ ៍៖ 

 សរលសរែលនាម្ខាងលទ្កាម្ជាផលបូែទ្បភាគកផនែ 
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𝑥3 + 𝑥2 + 1

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1)(𝑥2 + 1)3
 

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 
𝑥3 + 𝑥2 + 1

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1)(𝑥2 + 1)3

=
𝐴

𝑥
+

𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥 − 1
+

𝐶𝑥 + 𝐷

𝑥2 + 𝑥 + 1
+

𝐸𝑥 + 𝐹

𝑥2 + 1
+

𝐺𝑥 + 𝐻

(𝑥2 + 1)2
+

𝐼𝑥 + 𝐽

(𝑥2 + 1)3
 

   

  

លយើងគ នារែតនម្លលម្គ  លគបាន  𝐴 = −1, 𝐵 =  
1

8
 ;  𝐶 = 𝐷 = −1, 𝐸 =  

15

8
 , 𝐹 =  −

1

8
 ,\ \

 𝐺 = 𝐻 =  
3

4
 , 𝐼 = − 

1

2
 , 𝐽 =  

1

2
   ។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫   
1−x+2x2−x3

  x(x2+1)2  dx  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 សរលសរែលនាម្ជាផលបូែកផនែ 
      

1 − 𝑥 + 2𝑥2 − 𝑥3

𝑥(𝑥2 + 1)2
=

𝐴

𝑥
+

𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 + 1
+

𝐷𝑥 + 𝐸

(𝑥2 + 1)2
 

   

 លយើងគ  អងាទា ាំងពើរនឹង  𝑥(𝑥2 + 1)2  លគបាន 
 

−𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥 + 1  = 𝐴(𝑥2 + 1)2 + (𝐵𝑥 + 𝐶)(𝑥2 + 1)𝑥 + (𝐷𝑥 + 𝐸)𝑥

 = 𝐴(𝑥4 + 2𝑥2 + 1) + 𝐵(𝑥4 + 𝑥2) + 𝐶(𝑥3 + 𝑥) + 𝐷𝑥2 + 𝐸𝑥

 = (𝐴 + 𝐵)𝑥4 + 𝐶𝑥3 + (2𝐴 + 𝐵 + 𝐷)𝑥2 + (𝐶 + 𝐸)𝑥 + 𝐴

 

 លបើលយើងផទឹម្លម្គ  ននសម្ើការលគបានទ្បព័នធ 
  𝐴 + 𝐵 = 0, 𝐶 = −1,2𝐴 + 𝐵 + 𝐷 = 2, 𝐶 + 𝐸 = −1,  𝐴 = 1 
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 លយើងររ៊ួលបានចលម្លើយ  𝐴 = 1, 𝐵 = −1, 𝐶 = −1, 𝐷 = 1,   និង  𝐸 = 0  អញ្ច ឹងលយើង
ររ៊ួលបានអ ាំងលតទ្កាល 

  

∫  
1 − 𝑥 + 2𝑥2 − 𝑥3

𝑥(𝑥2 + 1)2
𝑑𝑥  = ∫  (

1

𝑥
−

𝑥 + 1

𝑥2 + 1
+

𝑥

(𝑥2 + 1)2
) 𝑑𝑥

 = ∫  
1

𝑥
𝑑𝑥 − ∫  

𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 − ∫  

1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 + ∫  

𝑥

(𝑥2 + 1)2
𝑑𝑥

 = ln |𝑥| −
1

2
ln (𝑥2 + 1) − tan−1 (𝑥) −

1

2(𝑥2 + 1)
+ 𝐶

 

ប  កនតលយើងសលងកតលឃើញថ្នែន ងការគ នាអ ាំងលតទ្កាលលពលខ្លះការសរលសរជាផលបូែកផនែទ្តូវ
បានលជៀសវាង ឧទា រ ៍ៈ 

∫   
𝑥2 + 1

  𝑥(𝑥2 + 3)
 𝑑𝑥 

លយើងអចគ នាអ ាំងលតទ្កាល លោយលទ្បើវធិ្ើែរ ើ  III លនាះលយើងជាំន៊ួស 

 𝑢 = 𝑥(𝑥2 + 3) = 𝑥3 + 3𝑥 លគបាន    𝑑𝑢 = 3𝑥2 + 3 = 3(𝑥2 + 1)𝑑𝑥 

អញ្ច ឹងលគបាន 

( )

2
3

2

1 1
ln 3

23

x
dx x C

x x

+
 = + +

+
∣

 
ការជាំន៊ួសឱ្យលៅជាសនិទានរូលៅៈ   

លៅែន ងរទ្ម្ង់ខ្លះននែលនាម្មិ្នសនិទាន លយើងអចបាំកលងវាឱ្យមនរទ្ម្ងសនិទានបាន ាម្វធិិ្
កដលអចលធ្វើលៅបាន។ ែន ងែរ ើ ពិលសសលនះ លយើងលលើែយែែលនាម្កដលមនរាង  √𝑔(𝑥)𝑛     លគអច
ជាំន៊ួសលោយាង  𝑢 = √𝑔(𝑥)𝑛   ។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫   
√ 𝑥+4 

𝑥
 𝑑𝑥  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 
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  ាង  𝑢 = √ 𝑥 + 4   លនាះលគបាន  𝑢2 = 𝑥 + 4  អញ្ច ឹងលគបាន  𝑥 = 𝑢2 − 4  លនាះ  𝑑𝑥 =

2𝑢𝑑𝑢  នា ាំឱ្យ 
  

∫  
√𝑥 + 4

𝑥
𝑑𝑥  = ∫  

𝑢

𝑢2 − 4
2𝑢𝑑𝑢 = 2 ∫  

𝑢2

𝑢2 − 4
𝑑𝑢

 = 2 ∫  (1 +
4

𝑢2 − 4
) 𝑑𝑢

 

    

  លយើងអចគ នាអ ាំងលតទ្កាលលនះាម្រយៈការបាំកបែជាផលគ  ែាត ផងកដរ  u^2-
4=(u-2)(u+2)  រ៊ួចលយើងលទ្បើសនិទានកផនែាម្រូបម្នត 6 កដល  𝑎 = 2  លគបាន 

∫  
√𝑥+4

𝑥
𝑑𝑥  = 2 ∫  𝑑𝑢 + ∫  

8

𝑢2−4
𝑑𝑢 = 2𝑢 + 8 ⋅

1

2⋅2
ln |

𝑢−2

𝑢−2
| + 𝐶

 = 2√𝑥 + 4 + 2ln |
√𝑥+4−2

√𝑥+4+2
| + 𝐶

  

 ឧទា រ ៍ 

[1-6] សរលសរទ្បភាគសនិទានខាងលទ្កាម្ជាទ្បភាគកផនែ  

1 (𝑎) ⋅
1+6𝑥

(4𝑥−3)(2𝑥+5)
 

(b). 
10

5𝑥2−2𝑥3 

2 (𝑎) ⋅
𝑥

𝑥2+𝑥−2
 

(b). 
𝑥2

𝑥2+𝑥+2
 

3 (a). 
𝑥4+1

𝑥5+4𝑥3 

(b). 
1

(𝑥2−9)2
 

4 (a). 
𝑥4−2𝑥3+𝑥2+2𝑥−2

𝑥2−2𝑥+1
 

(b). 
𝑥2−1

𝑥3+𝑥2+𝑥
 

5 (a). 
𝑥6

𝑥2−4
 

(b). 
𝑥4

(𝑥2−𝑥+1)(𝑥2+2)2 

6 (a). 
𝑡6+1

𝑡6+𝑡3 

(b). 
𝑥5+1

(𝑥2−𝑥)(𝑥4+2𝑥2+1)
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[7-38] គ នាអ ាំងលតទ្កាល 

7 ∫
𝑥2

𝑥−1
𝑑𝑥 

8 ∫
3𝑡−2

𝑡+1
𝑑𝑡 

9 ∫
5𝑥+1

(2𝑥+1)(𝑥−1)
𝑑𝑥 

10 ∫
𝑦

(𝑦+4)(2𝑦−1)
𝑑𝑦 

11 ∫
0

1
 

2

2𝑥2+3𝑥+1
𝑑𝑥 

12 ∫
0

1
 

𝑥−4

𝑥2−5𝑥+6
𝑑𝑥 

13  ∫ 𝑎𝑥

𝑥2−𝑏𝑥
𝑑𝑥 

14 ∫
1

(𝑥+𝑎)(𝑥+𝑏)
𝑑𝑥 

15 ∫
3

4
 
𝑥3−2𝑥2−4

𝑥3−2𝑥2 𝑑𝑥 
16 ∫

0

1
 
𝑥3−4𝑥−10

𝑥2−𝑥−6
𝑑𝑥 

17 ∫
1

2
 

4𝑦2−7𝑦−12

𝑦(𝑦+2)(𝑦−3)
𝑑𝑦 

18 ∫
𝑥2−4𝑥−10

𝑥3−𝑥
𝑑𝑥 

19 ∫
𝑥2+1

(𝑥−3)(𝑥−2)2 𝑑𝑥 
20 ∫

𝑥2−5𝑥+16

(5𝑥+1)(𝑥−2)2 𝑑𝑥 
21 ∫

𝑥2+1

𝑥2+4
𝑑𝑥 

22 ∫
𝑑𝑠

𝑠2(𝑠−1)2 
23 ∫

10

(𝑥−1)(𝑥2+9)
𝑑𝑥 

24 ∫
𝑥2−𝑥+6

𝑥3+3𝑥
𝑑𝑥 

25 ∫
4𝑥

𝑥3+𝑥2+𝑥+1
𝑑𝑥 

26 ∫
𝑥2+𝑥+1

(𝑥2+1)2
𝑑𝑥 

27 ∫
𝑥3+𝑥2+2𝑥+1

(𝑥2+1)(𝑥2+2)
𝑑𝑥 

28 ∫
𝑥2−2𝑥−1

(𝑥−1)2(𝑥2+1)
𝑑𝑥 

29 ∫
𝑥+4

𝑥2+2𝑥+5
𝑑𝑥 

30 ∫
3𝑥2+𝑥+4

𝑥4+3𝑥2+2
𝑑𝑥 

31 ∫
1

𝑥3−1
𝑑𝑥 
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32 ∫
0

1
 

𝑥

𝑥2+4𝑥+13
𝑑𝑥 

33 ∫
0

1
 

𝑥3+2𝑥

𝑥4+4𝑥2+3
𝑑𝑥 

34 ∫
𝑥5+𝑥−1

𝑥3+1
𝑑𝑥 

35 ∫
𝑑𝑥

𝑥(𝑥2+4)2 
36 ∫

𝑥4+2𝑥2+3𝑥−2

𝑥5+5𝑥3+5𝑥
𝑑𝑥    

[39-52] គ នាអ ាំងលតទ្កាលខាងលទ្កាម្លោយលទ្បើវធិ្ើជាំន៊ួសបតូ រជាអន គម្ន៍សនិទាន  

39 ∫
√𝑥+1

𝑥
𝑑𝑥 

40 ∫
𝑑𝑥

2√𝑥+3+𝑥
𝑑𝑥 

41 ∫
𝑥3

√𝑥2+1
3 𝑑𝑥 

42 ∫
0

1
 

1

1+ √𝑥
3 𝑑𝑥 

43 ∫
𝑥3

√𝑥2+1
3 𝑑𝑥 

44 ∫
1/3

3
 

√𝑥

𝑥2+𝑥
𝑑𝑥 

45 ∫
1

√𝑥− √𝑥
3 𝑑𝑥  [ក នា ាំ: ជាំន៊ួស 𝑢 = √𝑥

6  ] 
46 ∫

√1+√𝑥

𝑥
𝑑𝑥 

47 ∫
𝑥2𝑥

𝑒2𝑥+3𝑒𝑥+2
𝑑𝑥 

48 ∫
sin 𝑥

cos2 𝑥−3cos 𝑥
𝑑𝑥 

49 ∫
sec2 𝑡

tan2 𝑡+3tan 𝑡+2
𝑑𝑡 

     50 ∫ 𝑒𝑥

(𝑒𝑥−2)(𝑒2𝑥+1)
𝑑𝑥    

  លទ្បើអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែ រ៊ួម្ជាម្៊ួយតិចនិចអ ាំងលតទ្កាល គ នាអ ាំងលតទ្កាល 

50 ∫
𝑑𝑥

1+𝑒𝑥 𝑑𝑥 
51 ∫

cosh 𝑡

sinh2 𝑡+sinh4 𝑡
𝑑𝑡 

[55.] លទ្បើទ្កា វនន  𝑓(𝑥) =  
1

 𝑥2−2𝑥−3
   លដើម្បើសននិោា នថ្ន  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  

2

0
 វជិាមន ឬអវជិាា មន។ លទ្បើ

ទ្កា វលដើម្បើបា នសាម នអ ាំងលតទ្កាល និងលទ្បើទ្បភាគសនិទានលដើម្បើគ នាតនម្លរបស់វាពិត។ 

[56.] គ នា 
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   ∫   
1

 𝑥2+𝑘
 𝑑𝑥  

 លោយពិភាែាែរ ើ ទា ាំងអស់ននចាំន៊ួនលថរ  k  ។ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាលលោយលទ្បើកាលរបាំលពញ និងលទ្បើរូបម្នត 6    

57. ∫
𝑑𝑥

  𝑥2 − 2𝑥
            58. ∫

 2𝑥 + 1

  4𝑥2 + 12𝑥 − 7
  𝑑𝑥 

[59.] អនែគ ិតវរិាអល លឺម្ ង់ Kar Weierstrass(1815-1897)បានែត់សមា ល់ថ្ន ការជាំន៊ួស
  𝑡 = 𝑡𝑎𝑛 (

𝑥

2
)  នឹងបកម្លងទ្បភាគននអន គម្ន៍   𝑠𝑖𝑛 𝑥  និង   𝑐𝑜𝑠 𝑥  ជាអន គម្ន៍កដលកតអលថរ  t ។ 

(a). លបើ  𝑡 = 𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
), −𝜋 < 𝑥 < 𝜋  គ៊ួសទ្តើលកា កែង ឬលទ្បើរូបម្នតទ្តើលកា  បរហ ញថ្ន 

𝑐𝑜𝑠
𝑥

2
=  

1

 √ 1 + 𝑡2
  និង   𝑠𝑖𝑛

𝑥

2
=  

𝑡

 √ 1 + 𝑡2
 

     

(b). បរហ ញថ្ន  

𝑐𝑜𝑠 𝑥 =  
1 − 𝑡2

  1 + 𝑡2
  និង   𝑠𝑖𝑛 𝑥 =  

2𝑡

  1 + 𝑡2
 

     

(c). បរហ ញថ្ន 

𝑑𝑥 =  
2

1 + 𝑡2
𝑑𝑡 

លទ្បើការជាំន៊ួសែន ងលាំហាត់ 59 លដើម្បើបកម្លងរទ្ម្ង់អ ាំងលតទ្កាលលៅជាអ ាំងលតទ្កាល អន គម្ន៍ស
និទាននន  t  និង គ នាអ ាំងលតទ្កាលខាងលទ្កាម្ 

60 ∫
𝑑𝑥

1−cos 𝑥
 

61 ∫
1

3sin 𝑥−4cos 𝑥
𝑑𝑥 

62 ∫
𝜋/3

𝜋/2
 

1

1+sin 𝑥−cos 𝑥
𝑑𝑥 

63 ∫
0

𝜋/2
 

sin 2𝑥

2+cos 𝑥
𝑑𝑥 

 គ នាទ្ែឡានផទខ្ ា លោយកខ្សលកាងពើ  𝑥 = 1  លៅ  𝑥 = 2  
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64 𝑦 =
1

𝑥3+𝑥
 

65 𝑦 =
𝑥2+1

3𝑥−𝑥2 

[66.] គ នាមឌ្ននសូលើតកដលលែើតល ើងពើនផទកខ្សលកាង   𝑦 =  
1

𝑥2+3𝑥+2
    ពើ   𝑥 = 0   លៅ   𝑥 =

1   លោយវលិជ ាំវញិ   

 (a). អ័ែសអប់ស ើស   (b). អ័ែសអរលោលន។ 

67. លគមនវធិ្ើម្៊ួយននការបរហ ញពើការលែើនល ើងនន ចាំន៊ួនសតវល អិាិតលោយមិ្នលទ្បើថ្នន ាំសមល ប់សតវ
ល អិតគឺរាប់ទា ាំងចាំន៊ួនសតវល អិតលឈាម លទា ាំងអស់កដលអ(គម នែូន( កដល ែ់ជាម្៊ួយជាម្៊ួយសតវញើ(អច
បលងកើតែូន( កតគម នែូន។ លបើ   P   ជាចាំន៊ួនននសតវញើសរ ប   S   ជាចាំន៊ួនសតវលឈាម លអទា ាំងអស់ែន ងជាំនាន់
និម្៊ួយៗ និង   r   ជាអទ្ាលែើនល ើងធ្ម្មជាតិននសតវល អិត លនាះសតវល អិតលឈាម លសរ បគឺមនរាំនាែ់រាំនងនឹង
លពល   t   លោយ 

 

𝑡 = ∫  
𝑃 + 𝑆

𝑃[(𝑟 − 1)𝑃 − 𝑆]
𝑑𝑃 

 ឧបមថ្ន ចាំន៊ួនសតវល អិតមនសតវលឈាម លលែើនល ើង   10,000   លៅអទ្ា   0.10   និង  900   
សតវលឈាម លអទា ាំងអស់ទ្តូវបានរាប់បញ្ចូ ល។ គ នាអ ាំងលតទ្កាលលដើម្បើផតល់សម្ើការកដលមនរាំនាែ់
រាំនងរវាងសតវលឈាម លទា ាំងអស់លៅនឹងរយះលពល។ (សមា ល់ៈ ចាំល ះលរទផលមិ្នចា ាំបាច់លោះទ្សាយរែ
ចលម្លើយជាែ់ោែ់នន   P  )។ 

[68.] ោែ់ែាត    𝑥4 + 1   ជាផលគ  ែាត ដឺលទ្ែរើ២ លោយលទ្បើវធិ្ើបកនេម្បនេយត៊ួ។ លទ្បើទ្បាស់ែាត
លនះលដើម្បើគ នាអ ាំងលតទ្កាល  

 

∫  
1

𝑥4 + 1
𝑑𝑥 

៣.ឆ. វិធីាស្តេដច្នកា គណនាអាងំរតស្រកាល  

លយើងបានសិែាលលើវធិ្ើសាង្គ្សតមូ្លោា នគ នាអ ាំងលតទ្កាលម្៊ួយចាំន៊ួនកដល លយើងកតងកតលទ្បើលដើម្បើ
គ នាអ ាំងលតទ្កាលលលើអន គម្ន៍កដលមនទ្ពើម្ើរើវជាែ់ោែ់។  ជាលនះលៅលរៀតលយើងែ៏អចគ នាអ ាំង
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លតទ្កាលលោយលទ្បើរូបម្នតទ្គឹះអ ាំងលតទ្កាលផងកដរ។ ខាងលទ្កាលា ម្លនះជា ារាងននរូបម្នតអ ាំងលតទ្កាល
កដលលគបានរែលឃើញ និងកដលលយើងគ៊ួរកតចង់ចា ាំ។  

រូបម្នតទ្គឹះអ ាំងលតទ្កាល កដលមិ្នបញ្ចូ លចាំន៊ួនលថរ 

1 ∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛+1
,  (𝑛 ≠ −1) 

2 ∫
1

𝑥
𝑑𝑥 = ln |𝑥| 

3 ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 
4 ∫ 𝑎𝑥𝑑𝑥 =

𝑎𝑥

ln 𝑎
 

5 ∫ sin 𝑥𝑑𝑥 = −cos 𝑥 
6 ∫ cos 𝑥𝑑𝑥 = sin 𝑥 
7 ∫ sec2 𝑥𝑑𝑥 = tan 𝑥 
8 ∫ csc2 𝑥𝑑𝑥 = −cot 𝑥 
9 ∫ sec 𝑥tan 𝑥𝑑𝑥 = sec 𝑥 
10 ∫ csc 𝑥cot 𝑥𝑑𝑥 = −csc 𝑥 
11 ∫ sec 𝑥𝑑𝑥 = ln |sec 𝑥 + tan 𝑥| 
12 ∫ csc 𝑥𝑑𝑥 = ln |csc 𝑥 − cot 𝑥| 
13 ∫ tan 𝑥𝑑𝑥 = ln |sec 𝑥| 
14 ∫ cot 𝑥𝑑𝑥 = ln |sin 𝑥| 
15 ∫ sinh 𝑥𝑑𝑥 = cosh 𝑥 
16 ∫ cosh 𝑥𝑑𝑥 = sinh 𝑥 
17 ∫

𝑑𝑥

𝑥2+𝑎2 =
1

𝑎
tan−1 (

𝑥

𝑎
) 

18 ∫
𝑑𝑥

√𝑎2−𝑥2
= sin−1 (

𝑥

𝑎
) ,  𝑎 > 0 

19 ∫
𝑑𝑥

𝑥2−𝑎2 =
1

2𝑎
ln |

𝑥−𝑎

𝑥+𝑎
| 

20 ∫
𝑑𝑥

√𝑥2∓𝑎2
= ln |𝑥 + √𝑥2 ∓ 𝑎2| 

អញ្ច ឹងម្ នលពលគ នាអ ាំងលតទ្កាល លយើងមន 4 ជាំហានែន ងការគិតលដើម្បើគ នាអ ាំងលតទ្កាល 
លបាះអន គម្ន៍លនាះមនទ្ពើម្ើរើវជាែ់ោែ់។ ជាំហានទា ាំង 4 លនាះគឺ៖  

1. គ នា ឬសទ្មួ្លែលនាម្កដលទ្តូវអ ាំងលតទ្កាលលបើអចៈ   

លពលខ្លះម្ នលពលគ នាអ ាំងលតទ្កាលលយើងអចបាំកលង ឬសទ្មួ្លែលនាម្កដលទ្តូវអ ាំងលតទ្កាល
ម្ ន។ 
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 ឧទា រ ៍៖ ម្ នការគ នាអ ាំងលតទ្កាលទា ាំងលនះ 

   
   

∫  √𝑥(1 + √𝑥)𝑑𝑥  = ∫  (√𝑥 + 𝑥)𝑑𝑥

∫  
tan 𝜃

sec 𝜃
𝑑𝜃  = ∫  

sin 𝜃

cos 𝜃
cos2 𝜃𝑑𝜃

 = ∫  (sin 𝜃cos 𝜃)𝑑𝜃 =
1

2
∫  sin 2𝑥𝑑𝑥

∫  (sin 𝑥 + cos 𝑥)2𝑑𝑥  = ∫  (sin2 𝑥 + 2sin 𝑥cos 𝑥 + cos2 𝑥)𝑑𝑥

 

= ∫  (1 + 2sin 𝑥cos 𝑥)𝑑𝑥 

2.រែលម្ើលការជាំន៊ួយជាែ់ោែ់ៈ  លយើងពាោម្កសវែរែការជាំន៊ួសអន គម្ន៍   u=g(x)   កដលលដរ ើ
លវរបស់វាគឺ   du=g'(x)dx   កដលរទ្ម្ង់លនះលែើតល ើងទ្ពម្គន ។ ជាឧទា រ ៍  

 ∫
x

x2 − 1
 dx     

ែន ងែរ ើ លនះលយើងសមា ល់លឃើញថ្ន លបើ   𝑢 = 𝑥2 − 1   លនាះលយើងបាន   𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥   ដូចលនះ
លយើងលទ្បើវធិ្ើជាំន៊ួសែន ងការគ នាអ ាំងលតទ្កាលលនះ។  

3. ការកបងកចែលៅាម្រទ្ម្ង់ៈ  លបើសិនជាជាំហានរើ 1  និងរើ2 មិ្នអចគ នាអ ាំងលតទ្កាលបាន 
លយើងលម្ើលរទ្ម្ង់ននអន គម្ន៍    𝑓(𝑥)   កដលរ៊ួម្មន 

 (a).រទ្ម្ង់អន គម្ន៍ទ្តើលកា ម្ទ្តៈ   លបើ   𝑓(𝑥)   ជាផលគ  ននសវ័យគ  ននអន គម្ន៍
    𝑠𝑖𝑛 𝑥   និង    𝑐𝑜𝑠 𝑥  ,ឬនន   𝑡𝑎𝑛 𝑥   និង   𝑠𝑒𝑐 𝑥  , ននអន គម្ន៍   𝑐𝑜𝑡 𝑥   និង   𝑐𝑠𝑐 𝑥   លយើងជាំន៊ួសលោយ
លទ្បើវធិ្ើែន ងកផនែ 7.2 

 (b). អន គម្ន៍សនិទានៈ    អន គម្ន៍សនិទាន លនាះលយើងលទ្បើការគ នាែន ង កផនែ 7.4 
កដលមនរាំនាែ់រនងទ្បភាគកផនែ។ 
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 (c). អ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែៈ   លបើ   𝑓(𝑥)   ជាផលគ  ព  ធា និងអន គម្ន៍ដូចជា ទ្តើ
លកា  អ ិចសប  ូ ង់កសយល លោការ ើត ( លនាះលយើងសាែលបងាម្អ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែ លោយការ
លទ្ជើសលរ ើស    𝑢   និង   𝑑𝑣   ាម្វធិ្ើែន ងកផនែ 7.3។ 

 (d). រា ឌ្ើកាលៈ   ែន ងែរ ើ ពិលសស ននការជាំន៊ួស កដលែន ងការគ នាអ ាំងលតទ្កាលកដល
ែលនាម្មនរា ឌ្ើកាល៖ 

     (i). លបើ   √ ± 𝑥2 ±  𝑎2    លែើតល ើង លយើងលទ្បើការជាំន៊ួសលោយ អន គម្ន៍ទ្តើ
លកា មទ្ត ដូចមនលៅែន ងារាងកផនែ 7.3។ 

     (ii). លបើ   √𝑎𝑥 + 𝑏
𝑛 លែើតល ើង លទ្បើការជាំន៊ួសឱ្យលៅជា   𝑢 = √𝑎𝑥 + 𝑏

𝑛 ។ ជារូលៅ 
លយើងលធ្វើដូចគន ចាំល ះ   √𝑔(𝑥)𝑛 ។ 

(4). ការសាែលបងម្តងលរៀតៈ    លបើជាំហាន 3 ដាំបូងននការគ នាអ ាំងលតទ្កាល មិ្នអចរែចលម្លើយ
បាន ទ្តូវចា ាំថ្នលយើមនវធិ្ើគ នាអ ាំងលតទ្កាលពើរសាំខាន់ គឺ វធិ្ើការជាំន៊ួស និង លោយកផនែ។ 

     (a). ការជាំន៊ួសសាែលបងៈ   លបើមិ្នអចជាំន៊ួសែន ង ជាំហានរើ២ មិ្នអចទាញរែគនលឹះលោះ
ទ្សាយបានលនាះលយើងទ្តូវរែវធិ្ើជាំន៊ួសម្៊ួយកដលទ្តឹម្ទ្តូវ។ 

     (b). សាែលបងវធិ្ើលោយកផនែៈ   វធិ្ើអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែគឺទ្តូវបានលគលទ្បើលទ្ចើនបាំផ ត 
ដូចកដលមនលៅែន ងជាំហានរើ3 (c) ជ៊ួនកាលវាមនទ្បលោជន៍ចាំល ះអន គម្ន៍កដលលៅកតឯងកដរ
(Single Function)។ ាម្កផនែ 7.1 លយើងអងលទ្បើវាចាំល ះអន គម្ន៍ដូចជា   𝑡𝑎𝑛−1𝑥, 𝑠𝑖𝑛−1𝑥   និង
   𝑙𝑛 𝑥   ទ្ពម្ទា ាំងអន គម្ន៍ចាំរាស់ននអន គម្ន៍ទា ាំងលនះផងកដរ។ 

     (c). ការលចះលរៀបចាំែន ងការអ ាំងលតទ្កាលៈ   ការលរៀបចាំពើលែខ ៈពិជគ ិត(មនន័យថ្ន 
ការលរៀបចាំ ភាគកបង ឬការលទ្បើទ្បាស់រូបម្នតទ្តើលកា មទ្តលអយបានទ្តឹម្ទ្តូវ( គឺមនសារទ្បលោជន៍ លដើម្បើ
បកម្លងអ ាំងលតទ្កាលជារទ្ម្ង់រយម្៊ួយកដលអចលោះទ្សាយបាន។ ឧទា រ ៍ៈ  

       
∫

𝑑𝑥

1 − cos 𝑥
 = ∫

1

1 − cos 𝑥
⋅

1 + cos 𝑥

1 + cos 𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1 + cos 𝑥

1 − cos2 𝑥
𝑑𝑥

 = ∫
1 + cos 𝑥

sin2 𝑥
𝑑𝑥 = ∫ (csc2 𝑥 +

cos 𝑥

sin2 𝑥
) 𝑑𝑥
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     (d). លធ្វើរាំនាែ់រាំនងលៅលាំហាត់ែនលងម្ែៈ   លពលកដលលយើងគ នាអ ាំងលតទ្កាលលពលខ្លះ
ទាម្ទារលអយលយើងមន 

     បរពិលសាធ្ន៍ែន ងការលោះទ្សាយកដលអចលធ្វើឱ្យលយើងលសាះទ្សាយបានចាំល ះលាំហាត់
កដលមនរទ្ម្ង់បែរហាែ់ទ្បក លគន  ឬបកម្លងលៅជារទ្ម្ង់កដលធាល ប់លោះទ្សាយែនលងម្ែ ។ ជាឧទា រ
 ៍ៈ ែន ងការគ នាអ ាំងលតទ្កាល   ∫ 𝑡𝑎𝑛2𝑥𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑑𝑥   លយើងបកម្លងលោយលទ្បើរូបម្នត 

        𝑡𝑎𝑛2𝑥 = 𝑠𝑒𝑐2 − 1   
 លនាះលយើងបាន   

∫ 𝑡𝑎𝑛2𝑥𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑑𝑥 = ∫ 𝑠𝑒𝑐3𝑥𝑑𝑥 − ∫  𝑠𝑒𝑐 𝑥𝑑𝑥 

     លបើសិនជា លយើងបានគ នា   ∫ 𝑠𝑒𝑐3 𝑥𝑑𝑥   លនាះលយើងអចគ នាអ ាំងលតទ្កាលលនះបា
ន។ 

     (e).ការវធិ្ើគ នាលទ្ចើនៈ   លពលខ្លះការគ នាអ ាំងលតទ្កាលម្៊ួយគឺទ្តូវការវធិ្ើគ នា
អ ាំងលតទ្កាលពើរ ឬបើ។ ែន ងការគ នាអ ាំងលតទ្កាលទ្បលភរលនះគឺលទ្បើវធិ្ើដកដលៗលទ្ចើនដង ឬលផសងគន លទ្ចើន
ដង។ 

ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫ tan3 𝑥

cos3 𝑥
𝑑𝑥 

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 ែន ងជាំហានរើ១ លយើងអចសរលសរ  
  

∫  
tan3 𝑥

cos3 𝑥
𝑑𝑥 = ∫  tan3 𝑥sec3 𝑥𝑑𝑥 

 អ ាំងលតទ្កាលលនះមនរទ្ម្ង់   ∫ 𝑡𝑎𝑛𝑛𝑥𝑠𝑒𝑐𝑚𝑥𝑑𝑥    កដល   𝑛, 𝑚   ជាចាំន៊ួនលសសលនាះ
លយើងលទ្បើវធិ្ើសាង្គ្សតែន ង កផនែ 7.2។  

 លយើងែ៏អចចាប់លផតើម្ ាម្វធិ្ើលផសងកដរ 
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∫  
tan3 𝑥

cos3 𝑥
= ∫  

sin3 𝑥

cos3 𝑥
⋅

1

cos3 𝑥
𝑑𝑥 = ∫  

sin3 𝑥

cos6 𝑥
𝑑𝑥 

 លនាះលយើងអចបនតការគ នាលោយលទ្បើវធិ្ើជាំន៊ួស   𝑢 =  𝑐𝑜𝑠 𝑥   លគបាន 
        

∫  
sin3 𝑥

cos3 𝑥
𝑑𝑥  = ∫  

1 − cos2 𝑥

cos3 𝑥
𝑑𝑥 = ∫  

1 − 𝑢2

𝑢3
(−𝑑𝑢)

 = ∫  
𝑢2 − 1

𝑢3
𝑑𝑢 = ∫  (𝑢5 − 𝑢−6)𝑑𝑢

 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល   ∫ 𝑒√𝑥𝑑𝑥  

 សទ្មយបញ្ា ែ់៖ 

 ាម្ (ii) ែន ង ជាំហានរើ3d លយើងជាំន៊ួស   𝑢 = √𝑥    លគបាន   𝑥 = 𝑢2   លនាះ   𝑑𝑥 = 2𝑢𝑑𝑢   
និង 

∫  𝑒√𝑥𝑑𝑥 = 2 ∫  𝑢𝑒𝑢𝑑𝑢 

 ាម្រទ្ម្ង់លនះលយើងគ នាអ ាំងលតទ្កាលលោយកផនែ។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល   ∫  𝑥5+1

  𝑥3−3𝑥2−10𝑥
𝑑𝑥      

សទ្មួ្លែលនាម្ពិជគ ិត ឬជាំន៊ួស ដូចលនះ ជា ាំ នរើ1  និងជាំហានរើ2 មិ្នបានលទ្បើទ្បាស់លៅ
ែកនលងលនះលរ។  ចាំល ះអន គម្ន៍ សនិទានគឺលយើងអន វតតន៍ដូចែន ងកផនែ 7.4។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

 គ នាអ ាំងលតទ្កាល   ∫ 𝑑𝑥

  𝑥√ 𝑙𝑛 𝑥
       

ចាំល ះឧទា រ ៍ ជាំហានរើ2 ទ្តូវបានយែម្ែអន វតតន៍ លោយលទ្បើវធិ្ើជាំន៊ួស   𝑢 = 𝑙𝑛 𝑥   

លទ្ ះលយើងពិនិតយលឃើញថ្ន   𝑑𝑢 =  
𝑑𝑥

𝑥
   ។ 

 ឧទា រ ៍៖ 



  

 

 324  

 

 គននាអ ាំងលតទ្កាល   ∫ √
 1−𝑥 

(1+𝑥)
  𝑑𝑥   

លយើងបកម្លងអ ាំងលតទ្កាល ជារទ្ម្ង់សនិទានលោយាង  

𝑢 =
1 − 𝑥

  1 + 𝑥 
 

ាម្ (ii) ែន ងជាំហាន 3d លនាះលយើងររ៊ួលបានរទ្ម្ង់សនិទាន កដលពិបាែ។ ដូចលនះលយើងបតូ រវធិ្ើ
លោយការលរៀបចាំរទ្ម្ង់ពិជគ ិត (ែន ងជាំហាន១ និង៤ នន4c) ។ លយើងលធ្វើការបកម្លងលោយ គ  ភាគយែ 
និងភាគកបងនឹង   √1 − 𝑥    លគបាន 

∫
1 − 𝑥

1 + 𝑥
𝑑𝑥  = ∫

1 − 𝑥

√den 1 − 𝑥2
𝑑𝑥

 = ∫
1

√1 − 𝑥2
𝑑𝑥 − ∫

𝑥

√1 − 𝑥2
𝑑𝑥

 = sin−1 𝑥 + √1 − 𝑥2 + 𝐶

 

  

លតើលយើងស រធកតអចគ នាអ ាំងលតទ្កាលអន គម្ន៍ជាប់ទា ាំងអស់កម្នលរ?   

ឧទា រ ៍៖ លតើលយើងអចគ នាអ ាំងលតទ្កាល  ∫  ex2 dx  បានលរ? ចលម្លើយគឺ មិ្នអចលរ លទ្ ះ
វាមនរទ្ម្ង់ពិបាែែន ងការែាំ ត់ទ្ពើម្ើរើវ។ អន គម្ន៍កដលលយើងលលើែម្ែសិែាលៅរើលនះ គឺជាអន គម្ន៍ 
រយ(Elementary Function)។ អន គម្ន៍ទា ាំងលនះរ៊ួម្មន អន គម្ន៍ព  ធា អន គម្ន៍សនិទាន អន គម្
ន៍សវ័យគ  (  𝑥𝑎 ) អន គម្ន៍អ ិចសប  ូ ង់កសយល(  𝑎𝑥  ) អន គម្ន៍លោការ ើត អន គម្ន៍ទ្តើលកា មទ្ត និង
ចទ្មស់ទ្តើលកា មទ្ត អន គម្ន៍អ ើកពបូលិែ និងចទ្មស់អ ើកពបូលិែ និងអន គម្ន៍ទា ាំងឡាយណាកដលផទ ែ
អន គម្ន៍លនះជាម្៊ួយទ្បម វធិ្ើទា ាំងទ្បា ាំ បូែ ដែ គ   កចែ និងបណាត ែ់។ 

 ឧទា រ ៍៖ 

   𝑓(𝑥) = √
 𝑥2−1

  𝑥3+2𝑥−1
  + 𝑙𝑛( 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝑥) − 𝑥𝑒sin 2𝑥    

   

គឺជាអន គម្ន៍រយ។  
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លបើ   𝑓   ជាអន គម្ន៍រយ លនាះលគបាន   𝑓′    ជាអន គម្ន៍រយ កត លបើ   ∫  𝑓(𝑥)𝑑𝑥   

មិ្នចា ាំបាច់ជាអន គម្ន៍រយលរ។ ពិនិតយ   𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥2
    ជាអន គម្ន៍ជាប់ លនាះវាមនអ ាំងលតទ្កាល ។ 

លយើងយែ   𝐹   ែាំ ត់លោយ  
 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑒𝑡2

 𝑑𝑡
𝑥

0
  

ាម្ ទ្រឹសដើបរមូ្លោា នទ្គឹះគ នា (Fundamental Theorem of Calculus) លគបាន 
 𝐹′(𝑥) = 𝑒𝑥2   
ដូចលនះលគថ្ន   𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥2

    មនទ្ពើម្ើរើវ   𝐹   កត   𝐹   មិ្នកម្នជាអន គម្ន៍រយលរ ។ 

 លាំហាត់  

[1-30]. គ នាអ ាំងលតទ្កាលខាងលទ្កាម្ៈ 

1 ∫ cos 𝑥(1 + sin2 𝑥)𝑑𝑥 
2 ∫

0

1
 (3𝑥 + 1)√2𝑑𝑥 

3 ∫
sin 𝑥+sec 𝑥

tan 𝑥
𝑑𝑥 

4 ∫
sin 𝑥

cos 𝑥
𝑑𝑥 

5 ∫
𝑡

𝑡4+2
𝑑𝑡 

6 ∫
0

1
 

𝑥

(2𝑥+1)2 𝑑𝑥 
7 ∫

−1

1
 
𝑒arctan 𝑦

1+𝑦2 𝑑𝑦 
8 ∫ 𝑡sin 𝑡cos 𝑡𝑑𝑡 
9 ∫

1

3
 𝑟4ln 𝑟𝑑𝑟 

10 ∫
0

4
 

𝑥−1

𝑥2−4𝑥−5
𝑑𝑥 

11 ∫
𝑥−1

𝑥2−4𝑥+5
𝑑𝑥 

12 ∫
𝑥

𝑥4+𝑥2+1
𝑑𝑥 

13 ∫ sin5 𝑡cos4 𝑡𝑑𝑡 
14 ∫

𝑥3

√1+𝑥2
𝑑𝑥 

15 ∫
𝑑𝑥

(1−𝑥2)3/2 
16 ∫

0

√2/2
 

𝑥2

√1−𝑥2
𝑑𝑥 

17 ∫
0

𝜋
 𝑡cos2 𝑡𝑑𝑡 
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18 ∫
1

4
 
𝑒√𝑡

√𝑡
𝑑𝑡 

19 ∫ 𝑒𝑥+𝑒𝑥
𝑑𝑥 

20 ∫ 𝑒2𝑑𝑥 
21 ∫ arctan √𝑥𝑑𝑥 
22 ∫

ln 𝑥

𝑥√1+(ln 𝑥)2
𝑑𝑥 

23 ∫
0

1
 (1 + √𝑥)𝑑𝑥 

24 ∫
0

4
 
6𝑧+5

2𝑧+1
𝑑𝑧 

25 ∫
3𝑥2−2

𝑥2−2𝑥−8
𝑑𝑥 

26 ∫
3𝑥2−2

𝑥3−2𝑥−8
𝑑𝑥 

27 ∫
𝑑𝑥

1+𝑒𝑥 
28 ∫ sin √𝑎𝑡𝑑𝑡 
29 ∫ ln (𝑥 + √𝑥2 − 1)𝑑𝑥 
30 ∫

−1

2
 |𝑒𝑥 − 1|𝑑𝑥 
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លម្លរៀនរើ ៤   សម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលលាំោប់១ 

 

1. សញ្ញ  ននសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់រើ 1 

ឧទា រ ៍:  លគមនអន គម្ន៍  ែាំ ត់លលើ  ចាំល ះទ្គប់ចាំន៊ួនពិត  ។ 

គ នាលដរ ើលវរើ   រ៊ួចសលសររាំនាែ់រាំនងរវាង  និង  ។ 

• គ នាលដរ ើលវរើ    

 លនាះ  

• សរលសររាំនាែ់រាំនងរវាង  និង  

លគបាន  

   

   ឬ   

សម្ើការ   លៅថ្នសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់រើ  កដលមនអន គម្ន៍  
ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលនះ ។ 

និយម្ន័យ 

3y cx= − c

1
'y y

'y

1
'y

3y cx= −
'y c=

y
'y

' 3y xy= −

'3y xy+ =

' 1 3
y y

x x
= + ' 1 3

y y
x x

− =

' 1 3
y y

x x
− = 1 3y cx= −
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• សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់រើ  ជារាំនាែ់រាំនងរវាងអន គម្ន៍លដរ ើលវរើ1 របស់អន គម្ន៍ចាំន៊ួនលថរ  
និងអរលថរ  ។ 

• ចលម្លើយននសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់រើ  ជាអន គម្ន៍ម្៊ួយកដលអន គម្ន៍លនះ និងលដរ ើលវរបស់វា
លផទៀងផ្លទ ត់សម្ើការ  ។ 

• លាំោប់ននសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល គឺជាលាំោប់ននលដរ ើលវខ្ពស់ជាងលគែន ងសម្ើការ ។ 

 សមា ល់៖ អន គម្ន៍ចលម្លើយននសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលមនលទ្ចើនរាប់មិ្នអស់ ។ ទ្គប់កខ្សលកាងកដល
ាងចលម្លើយនើម្៊ួយៗននសម្ើការបលងកើតបានជា ទ្គសួារកខ្សលកាង ។ 

លាំហាត់គាំរ:ូ   លគមនអន គម្ន៍  ែាំ ត់លលើ    ចាំល ះទ្គប់ចាំន៊ួនពិត   ។ 

សរលសរសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល កដលមន ជាចលម្លើយរូលៅ ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

 លយើងមន  នា ាំឱ្យ  

 ដូចលនះ  ជាសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល កដលមនអន គម្ន៍  ជា 

                      ចលម្លើយរូលៅ ។  

2. វ ើធ្ើសាង្គ្សតលោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល 

   2.1. សម្ើការរទ្ម្ង់   ឬ   

រលបៀបលោះទ្សាយ 

១. សរលសរ  ជា   

២. រែអ ាំងលតទ្កាលលលើអងាទា ាំងពើ  ឬ    , 𝐜 ជាចាំន៊ួនលថរ 

៣.    ជាចលម្លើយរូលៅននម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល    

៤. រែចលម្លើយពិលសសាម្លែខខ្ ា លដើម្  គឹយែ  និង  លៅជាំន៊ួសែន ងចលម្លើយ 

1

1

3xy ke−= k

3xy ke−=

3xy ke−= ' 33 3xy ke y−= − = −

' 3 0y y− = 3xy ke−=

( )xf
dx

dy
=

' ( )y f x=

( )
dy

f x
dx

= ( )dy f x dx=

( )dy f x dx=  ( )y f x dx c= +

( )y f x dx c= + ( )
dy

f x
dx

=

0 0( )y x y= 0x 0y
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     រូលៅ រ៊ួចទាញយែ   

      ជាចលម្លើយពិលសសាម្លែខខ្ ា  ។ 

លាំហាត់គាំររូើ១:  លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលខាងលទ្កាម្៖  

ែ.    

ខ្.  

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.    

           

   ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការគឺ       

               កដល    ជាចាំន៊ួនលថរម្៊ួយណាែ៏បាន  ។ 

ខ្.  

                                            

  ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការគឺ  

              កដល    ជាចាំន៊ួនលថរម្៊ួយណាែ៏បាន  ។ 

 

0 0( )c y F x= −

0 0( ) ( )y f x dx y F x= + − 0 0( )y x y=
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'
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=
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លាំហាត់គាំររូើ២: លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

   ែ.      

ខ្.  

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.  

 
                               

                                

               
   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយរូលៅ គឺ   ។ 

ខ្.  

 
      

      

      

   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយរូលៅ គឺ  ។ 

   2.2 សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់រើ កដលអចកញែអលថរបាន 

(សម្ើការរាង ) 

     ែ. និយម្ន័យ 
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និយម្ន័យ 

សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់រើ   កដលអចកញែអលថរបាន  ជាសម្ើការកដលលទ្កាយពើសទ្ម្លួ
រ៊ួចមនរទ្ម្ង់រូលៅៈ  ។ 

     ខ្. រលបៀបលោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល មនរទ្ម្ង់  

រលបៀបលោះទ្សាយ 

លដើម្បើលោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់រើ   កដលអចកញែអលថរបាន លគទ្តវូៈ 

• សរលសរសម្ើការឲ្យលៅជារាង   
• លធ្វើអ ាំងលតទ្កាលលលើអងាទា ាំងពើរ លធ្ៀបនឹងអលថរ  : 

           កដល  ជាទ្ពើម្ើរើវនន 

          អន គម្ន៍   និង  ជាទ្ពើម្ើរើវននអន គម្ន៍   ។ 

 

លាំហាត់គាំររូើ១: លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

    ែ.    ខ្.  

   គ.    ឃ.  

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.  

លយើងបាន   

1
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dy
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   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយរូលៅ   ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន ។ 

ខ្.  

           

   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយរូលៅ   ។ 

គ.  
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ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  

កដល   

ឃ.  

 

 

 
   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយគឺ   

លាំហាត់គាំររូើ២:  លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលាម្លែខខ្ ា លដើម្ដូចខាងលទ្កាម្៖ 

ែ.   ,   

ខ្.         

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.   ,   

4
dy

dx
y

 = 
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លោយ  លយើងបាន 

    
   ដូចលនះ ចលម្លើយននសម្ើការាម្ាម្លែខខ្ ា លដើម្  គឺ  ។ 

ខ្.         

    

        

       

        

      
យែ  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

លយើងបាន  

លោយ  លយើងបាន  
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   ដូចលនះ ចលម្លើយសម្ើការាម្លែខខ្ ា លដើម្  គឺ  ។ 

   2.3 សម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលលើលនកអ៊ា លាំោប់រើ  លម្គ  លថរអូម្ ូកសន (អងារើ២ លសមើនឹង 

         សូនយ(   ( ) 

    ែ.និយម្ន័យ 

និយម្ន័យ 

    សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលើលនកអ៊ាលាំោប់រើ   លម្គ  លថរអូម្ ូកសន  ( អងារើ២ លសមើសូនយ (  ជាស
ម្ើការកដលមនរាងរូលៅ  (  ជាចាំន៊ួនលថរ ( ។ 

    ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការគឺ  កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន ។ 

     ខ្. រលបៀបលោះទ្សាយសម្ើការលើលនកអ៊ាអូម្ ូកសន  

ឧទា រ ៍: លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

ែ.   

លគសរលសរសម្ើការឲ្យលៅជារាង    ាម្វធិ្ើកញែអលថរ  លគបាន   

លធ្វើអ ាំងលតទ្កាលលលើអងាទា ាំងពើរ  

                             

យែ   ,  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន  

ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការលើលនកអ៊ាអូម្ ូកសន គឺ  

              ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន  

ខ្.  
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លគសរលសរសម្ើការឲ្យលៅជារាង    ាម្វធិ្ើកញែអលថរ  លគបាន   

លធ្វើអ ាំងលតទ្កាលលលើអងាទា ាំងពើរ  

    

          

                                                
យែ   ,  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន  

ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការលើលនកអ៊ាអូម្ ូកសន   

            កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន  

ជារូលៅ 

សម្ើការ  

មនសម្ើការសមា ល់  

លនាះចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  គឺ ,  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន  

លាំហាត់គាំររូើ១:  លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

ែ.   

   ខ្.   

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.   

លោយ លគបាន 

ay
dx

dy
= dxa

y

dy
=

 = dxa
y

dy

ln
dy

a dx y ax c
y
=  = + 

ax cy e + =

.c axy e e = 

axc eAyeA == A

axeAy =

A

' 0ay by+ =

0
b

ar b r
a

+ =  = −

' 0ay by+ =
b

x
ay Ae

−

= A

' 2 0y y− =

' 2 0y y+ =

' 2 0y y− =

2a = −
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   ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការគឺ កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន ។ 

ខ្.  

លោយ  លគបាន     

     
 ដូចលនះ ចលម្លើយលៅលៅននសម្ើការគឺ  កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន ។ 

លាំហាត់គាំររូើ២:  លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលាម្លែខខ្ ា លដើម្៖ 

ែ.   

   ខ្.   

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.   

          
         ,  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន   

លោយ  លយើងបាន  

លយើងបាន  

    ដូចលនះ ចលម្លើយននសម្ើការានលែខខ្ ា គឺ  ។ 

ខ្.   

         

        ,  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន   

2xy Ae =

2xy Ae= A

' 2 0y y+ =

2a =

2. xy Ae− =

2xy Ae−= A

'3 12 0, (1) 2y y y− + = =

' 1
2 0, (ln 4)

2
y y y+ = =

'3 12 0, (1) 2y y y− + = =

' 4 0y y − =

4xy Ae = A

(1) 2y = 4 42 2Ae A e−=  =

4 4 4 42 2x xy e e e− −=  =

(1) 2y =
4 42 xy e −=

' 1
2 0, (ln 4)

2
y y y+ = =

' 1
0

2
y y + =

1

2
x

y Ae
−

 = A
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លោយ  លយើងបាន  

 

   ដូចលនះ ចលម្លើយននសម្ើការានលែខខ្ ា  គឺ  ។ 

   2.4 សម្ើការពិត (សម្ើការទ្បាែដ( -សម្ើការមិ្នពិត (សម្ើការមិ្នទ្បាែដ(  

(Exact and Non exact equation) 

    ែ. សម្ើការពិត ( Exact equation ) 

និយម្ន័យ 

១. ែលនាម្ឌ្ើលផរ  ងកសយល ែន ងតាំបន់ ននបលង់ លបើវាអទ្ស័យ 

     នឹងឌ្ើលផរ  ងកសយលសរ បននអន គម្ន៍ ណាម្៊ួយ ។ 

២. សម្ើការ លៅថ្ន សម្ើការពិត លបើែលនាម្លៅអងាខាងល វ្ង 

     មនឌ្ើលផរ  ងកសយលពិត ។   

 

ឧទា រ ៍: សម្ើការ  ជាសម្ើការពិត លទ្ ះ 

 ។   

ទ្រឹសតើបរ 

1
(ln 4)

2
y =

1
ln 4

2
1

2
Ae



=

1
ln

2
1

2

1 1
1

2 2

Ae

A A

=

 =  =

1
(ln 4)

2
y =

1

2
x

y e
−

=

( ) ( ), ,M x y dx N x y dy+ R ( ),x y

( ),f x y

( ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =

3 8 3 72 0x y dx x y dy+ =

4 8 3 8 3 71
2

4
d x y x y dx x y dy
 

= + 
 
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    លគឱ្យ និង ជាប់ និងមនលដរ ើលវលោយកផនែលាំោប់ម្៊ួយជាប់លៅែន ងតាំបន់ 
ននបលង់ ។ លគបានលែខខ្ ា ចា ាំបាច់ និងលែខខ្ ា ទ្គប់ទ្គន់ កដល  កាល យ

ជាសម្ើការពិតគឺ  ។ 

លាំហាត់គាំរ:ូ បរហ ញថ្នសម្ើការ ជាសម្ើការទ្បាែដ ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

លគមនសម្ើការ  

លោយ និង   

លគបាន  

លនាះសម្ើការ  ជាសម្ើការពិត 

ដូចលនះ  ជាសម្ើការពិត ។ 

វធិ្ើសាង្គ្សតលោះទ្សាយ 

លបើលគមនសម្ើការ   ជាសម្ើការពិត ។ 

លដើម្បើលោះទ្សាយសម្ើការលនះលគទ្តវូអន វតតាម្វធិ្ើដូចខាងលទ្កាម្៖ 

• លផទៀងផ្លទ ត់ថ្នសម្ើការ  ជាសម្ើការពិតគឺ  

• សនមតថ្ន  ឬ  

• ទាញរែ ឬ  កដល ឬ 
 ជាលថរននអ ាំងលតទ្កាល 

( ),M x y ( ),N x y R

( ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =

M N

y x

 
=

 

( ) ( )3 2 22 2 3 2 0x xy y dx x y x dy− − + − + =

( ) ( )3 2 22 2 3 2 0x xy y dx x y x dy− − + + =

2 2
M

xy
y


= − −


2 2

N
xy

x


= − −



2 2
M N

xy
y x

 
= = − −

 

( ) ( )3 2 22 2 3 2 0x xy y dx x y x dy− − + − + =

( ) ( )3 2 22 2 3 2 0x xy y dx x y x dy− − + − + =

( ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ = ( )i

( )i
M N

y x

 
=

 

( )
( ),

,
f x y

M x y
x


=


( )

( ),
,

f x y
N x y

y


=



( ) ( ) ( ), ,f x y M x y dx g y= + ( ) ( ) ( ), ,f x y N x y dy h x= + ( )g y

( )h x
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• លធ្វើលដរ ើលវននែលនាម្ លធ្ៀបនឹង  រ៊ួចទាញរែែលនាម្  

មនន័យថ្ន  ។ 

ឬ លធ្វើលដរ ើលវននែលនាម្ លធ្ៀបនឹង  រ៊ួចទាញរែែលនាម្  

មនន័យថ្ន  ។ 

លាំហាត់គាំរ:ូ លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

   ែ.  

   ខ្.  

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.  

លោយ និង   

លគបាន  លនាះសម្ើការជាសម្ើការពិត  

យែ  លគបាន 

    

    

    

    

លនាះ  កត  

( ) ( ) ( ), ,f x y M x y dx g y= + y ( )g y

( )
( ) ( )( ) ( )

,
, ...

f x y
M x y dx g y g y

x x

 
= +  = 

  


( ) ( ) ( ), ,f x y N x y dy h x= + x ( )h x

( )
( ) ( )( ) ( )

,
, ...

f x y
N x y dx h x h x

x x

 
= +  = 

  


( ) ( ) ( )2 2cos sin 1 0; 0 2x x xy dx y x dy y− + − = =

( ) ( )1 2 1 0y y dx x y dy− + − =

( ) ( ) ( )2 2cos sin 1 0; 0 2x x xy dx y x dy y− + − = =

2
M

xy
y


= −


2

N
xy

x


= −



2
M N

xy
y x

 
= = −

 

( )
( ),

,
f x y

M x y
x


=



( ) ( ) ( ), ,f x y M x y dx g y= +

( ) ( ) ( )2, cos sinf x y x x xy dx g y= − +

( ) ( ) ( )2, cos sinf x y x x dx xy dx g y= − + 

( ) ( )2 2 21 1
, sin

2 2
f x y x x y g y= − +

( )
( )2 '

,f x y
x y g y

x


= − +



( )
( ) ( )2 2

,
, 1

f x y
N x y y x y x y

y


= = − = −


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លគបាន  

លគបាន  

កត  លគបាន  

   ដូចលនះ ចលម្លើយននសម្ើការគឺ  ។ 

ខ្.  

លោយ និង   

លគបាន  លនាះសម្ើការជាសម្ើការពិត  

យែ  លគបាន 

    

    

    

លនាះ  កត  

លគបាន  

លគបាន  

   ដូចលនះ ចលម្លើយននសម្ើការគឺ  ។ 

    ខ្. សម្ើកាមិ្នពិត ( Non exact equation ) 

 ែន ងែរ ើ កដលសម្ើការ   មន លនាះសម្ើការ 

 ជា សម្ើការមិ្នពិត ។ 

( ) ( )' 21

2
g y y g y y c=  = +

( )2 2 2 2 2 2 21 1 1
sin 0 sin 1 0; 2

2 2 2
x x y y c x y x k k c− + + =  − − + = =

( )0 2y = 0 4 0 4k k+ + =  = −

( )2 2 2sin 1 4x y x− − =

( ) ( )1 2 1 0y y dx x y dy− + − =

2 1
M

y
y


= −


2 1

N
y

x


= −



2 1
M N

y
y x

 
= = −

 

( )
( ),

,
f x y

N x y
y


=



( ) ( ) ( ), ,f x y N x y dy h x= +

( ) ( ) ( ), 2 1f x y x y dx h x= − +

( ) ( ) ( )2,f x y x y y h x= − +

( )
( )2 '

,f x y
y y h x

y


= − +



( )
( ) ( ) 2

,
, 1

f x y
M x y y y y y

x


= = − = −



( ) ( )' 0h x h x c=  =

( )2 0x y y c− + =

( )2 0x y y c− + =

( ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ = ( )i
M N

y x

 


 

( ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =
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វធិ្ើសាង្គ្សតលោះទ្សាយ 

   ែន ងែរ ើ លនះលគទ្តវូាងរែអន គម្ន៍  កដលគ  នឹងសម្ើការ  ឱ្យកាល យជាសម្ើការ
ពិត ។ លគបាន៖ 

                  

                  

                

  

     លោយល ត ថ្នសម្ើការ មនអលថរអទ្ស័យលទ្ចើនជាងម្៊ួយ (គឺ និង ( លនាះវានចូល
រាងសម្ើការម្៊ួយលរៀតកដលលៅថ្ន សម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលលោយកផនែ (Partial differential equation)។ 
លយើងសែិាពើែរ ើ ដូចខាងលទ្កាម្៖ 

• ែរ ើ រើ១: អន គម្ន៍ (មនកត ស រធ(  

លយើងបានសម្ើការ លៅជា 

                           

 

                                             

មនន័យថ្នែលនាម្ ជាអន គម្ន៍នន កតម្៊ួយគត់ 

( )x ( )i

( ) ( ) ( ) ( ), , , , 0x y M x y dx x y N x y dy + =

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , ,x y M x y x y N x y

y x

  
=

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ), , , ,

, , , ,
M x y x y N x y x y

x y M x y x y N x y
y y x x

 
 

   
+ = +

   
( )ii

( )ii x y

x

( )ii

( )
( )

( )
( )

( )
( ), ,

,
M x y N x y x

x x N x y
y x x


 

  
= +

  

( )
( ) ( )

( )
( ), ,

,
M x y N x y x

x N x y
y x x




   
− = 

   

( )

( )

( ) ( )

( )

, ,

,

M x y N x y

x y x

x N x y





 
−

  
=

( ) ( )

( )

, ,

,

M x y N x y

y x

N x y

 
−

 
x
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លគបាន  

                  

លគបាន  

កដល លៅថ្ន ែាត អ ាំងលតទ្កាល (Integrating Factor) 

• ែរ ើ រើ២: អន គម្ន៍ (មនកត ស រធ( 

លនាះសម្ើការ លៅជា  

លធ្វើាម្លាំនា ាំខាងលលើែាត អ ាំងលតទ្កាល គឺ ។ 

លាំហាត់គាំរ:ូ លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

   ែ.  

   ខ្.  

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.    

លគមន  លនាះ  ជាសម្ើការមិ្នពិត 

M N

y x
dx

N





  
−   

 =
 
 
 

 

ln

M N

y x
dx

N


  
−  

 =
 
 
 



( )

M N

y x
dx

N

x e

  
− 

  
 
 
 



=

( )

M N

y x
dx

N

x e

  
− 

  
 
 
 



=

y

( )ii ( )
( )

( )
( )

( )
( ), ,

,
M x y y N x y

y M x y y
y y x


 

  
+ =

  

( )

N M

x y
dy

M

x e

  
− 

  
 
 
 



=

( ) ( )24 3 2 0xy y x dx x x y dy+ − + + =

( ) ( )1 3 2 0y x y dx x x y dy+ + + + + =

( ) ( )24 3 2 0xy y x dx x x y dy+ − + + = ( )i

4 6 ; 2 2
M N

x y x y
y x

 
= + = +

 

M N

y x

 


 
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លោយ   

លគបាន   

គ  សម្ើការ  និង  លគបាន  

       

              

លគបាន  លនាះសម្ើការ ជាសម្ើការពិត 

យែ  លគបាន  

    

    

    

លនាះ  កត  

លគបាន   

លនាះ  

   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយ  ។ 

ខ្.    

លគមន  លនាះ  ជាសម្ើការមិ្នពិត 

( )

( )

( )

2 24 6 2 2 2

2 2

M N

x yx y x yy x

N x x x x y x

 
−

++ − − 
= = =

+ +

2
2ln 2( )

M N

y x
dx

N
dx xxx e e e x

  
− 

  
 
 
 




= = = =

( )i ( )x

( ) ( )2 2 34 3 2 0x xy y x dx x x y dy+ − + + =

( ) ( )3 2 2 3 4 34 3 2 0x y x y x dx x x y dy+ − + + = ( )ii

3 24 6
M N

x x y
y x

 
= = +

 
( )ii

( )
( ),

,
f x y

M x y
x


=



( ) ( )( , ) ,f x y M x y dx g y= +

( ) ( )3 2 2 3( , ) 4 3f x y x y x y x dx g y= + − +

( )4 3 2 41
( , )

4
f x y x y x y x g y= + − +

( )
( )4 3 '

,
2

f x y
x x y g y

y


= + +



( )
( ) 4 3

,
, 2

f x y
N x y x x y

y


= = +



( ) ( )' 0g y g y c=  =

( )4 3 2 4 3 21
0 4 4 ; 4

4
x y x y x c x xy y x k k c+ − + =  + − = = −

( )3 24 4x xy y x k+ − =

( ) ( )1 3 2 0y x y dx x x y dy+ + + + + = ( )i

2 1; 2 3 2
M N

x y x y
y x

 
= + + = + +

 

M N

y x

 


 
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លោយ   

លគបាន   

គ  សម្ើការ  និង  លគបាន 

   

លគបាន  លនាះសម្ើការ ជាសម្ើការពិត 

យែ  លគបាន  

    

    

    

លនាះ   

កត  

លគបាន   

លនាះ  

   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយ  ។ 

   2.5 សម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល លើលនកអ៊ាលាំោប់រើ១ លម្គ  លថរមិ្នអូម្ ូកសន 

         (អងារើ2 ខ្ សពើសូនយ( ( ) 

( ) ( )
2 3 2 2 1 1 1

1 1

N M

x y x y x yx y

M y x y y x y y

 
−

+ + − − − + + 
= = =

+ + + +

1

ln
( )

N M

x y
dx

M
dx

yyx e e e y

  
− 

  
 
 
 




= = = =

( )i ( )x

( ) ( )2 3 2 2 23 2 0xy y y dx x y xy xy dy+ + + + + = ( )ii

22 3 2
M N

xy y y
y x

 
= = + +

 
( )ii

( )
( ),

,
f x y

M x y
x


=



( ) ( )( , ) ,f x y M x y dx g y= +

( ) ( )2 3 2( , )f x y xy y y dx g y= + + +

( )2 2 3 21
( , )

2
f x y x y xy xy g y= + + +

( )
( )2 2 '

,
3 2

f x y
x y xy xy g y

y


= + + +



( )
( ) 2 2

,
, 3 2

f x y
N x y x y xy xy

y


= = + +



( ) ( )' 0g y g y c=  =

( )2 2 3 2 21
0 2 2 ; 2

2
x y xy xy c xy x y k k c+ + + =  + + = = −

( )2 2 2xy x y k+ + =

' ( ), ( ) 0ay by P x P x+ = 
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     ែ .លោះទ្សាយសម្ើការ  ាម្វធិ្ើសាង្គ្សតលម្គ  មិ្នែាំ ត់ 

រលបៀបលោះទ្សាយ 

លដើម្បើលោះទ្សាយសម្ើការ  លគទ្តវូ៖ 

- រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  ាងលោយ   
- រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ   ាងលោយ  
- ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  ែាំ ត់លោយ   

 រលបៀបរែចលម្លើយពិលសស (𝐲𝐩) ននសម្ើការ:   

សម្ើការ   មនសម្ើការសមា ល់    

1. ែរ ើ   មនរទ្ម្ង់ជាអន គម្ន៍ព  ធាដឺលទ្ែរើ  

   
• លបើ  ាង    កដល  ជាអន គម្ន៍ព  ធាមនដឺលទ្ែដូច  
• លបើ ាង  កដល  ជាអន គម្ន៍ព  ធាមនដឺលទ្ែដូច  

Ex: សម្ើការ   ាង   

Ex: សម្ើការ   ាង   

Ex: សម្ើការ    ាង   

ចាំណាាំ:  លបើ   

2. ែរ ើ  កដល  ជាអន គម្ន៍ព  ធាដឺលទ្ែរើ  

• លបើ  ាង    កដល  ជាអន គម្ន៍ព  ធាដឺលទ្ែដូច  
• លបើ  ាង  កដល  ជាអន គម្ន៍ព  ធាដឺលទ្ែដូច   

Ex: សម្ើការ    ាង   

Ex: សម្ើការ   ាង   

' ( )ay by p x+ =

' ( )ay by p x+ =

' 0ay by+ = cy

' ( )ay by p x+ = py

' ( )ay by p x+ = c py y y= +

' ( )ay by p x+ =

' 0ay by+ = 0
b

ar b r
a

+ =  = −

( )P x
n

1

1 1 0( ( ) ... )n n

n nP x a x a x a x a−

−= + + + +

0r  ( )py Q x= ( )Q x ( )P x

0r = . ( )py x Q x= ( )Q x ( )P x

22 ' 3 1y y x− = + 2

py ax bx c= + +

4' 1y y x x+ = + + 4 3 2

py ax bx cx dx e= + + + +

' 2 2y y+ = py ax=

1
' ( ) ' ( )ay p x y p x dx

a
=  = 

( ) ( ). axp x f x e= ( )f x n

r  ( ). x

py g x e= ( )g x ( )f x

r = . ( ). x

py x g x e= ( )g x ( )f x

' 3 xy y e+ = x

py Ae=

3' 3 xy y e−+ = 3x

py Axe−=
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Ex: សម្ើការ  ាង   

៣. ែរ ើ   មនរទ្ម្ង់  ឬ  ឬ   

ាង   

     Ex:     ាង   

     Ex:     ាង  

     Ex:    ាង   

៤. ែរ ើ   មនរទ្ម្ង់  ឬ  ឬ   

ាង  

   Ex:     ាង   

   Ex:    ាង  

   Ex:     ាង   

៥. លបើ   (*) 

➢ រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ    ាងលោយ   
➢ រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ  ាងលោយ    
➢ រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ    ាងលោយ    

⋮   ⋮    ⋮ 
➢ រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ   ាងលោយ    

ចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ (*( ែាំ ត់លោយៈ 

      
   Ex: សម្ើការ       

 
ាង  កដល  ជាចលម្លើយពិលសសនន  

2 3' 3 xy y x e− = 2 3( ) x

py x ax bx c e= + +

( )p x cosk x sink x 1 2cos sink x k x +

cos sinpy A x B x = +

' 2 sin 2y y x+ = cos2 sin 2py A x B x= +

' cosy y x− = cos sinpy A x B x= +

' 2 2cos3 4sin 3y y x x− = − cos3 sin3py A x B x= +

( )p x cosxke x  sinxke x 
1 2( cos sin )xe k x k x  +

( cos sin )x

py e A x B x  = +

2' 2 cosxy y e x+ = 2 ( cos sin )x

py e A x B x= +

' 3 (2cos3 sin3 )xy y e x x− = + ( cos3 sin3 )x

py e A x B x= +

22 ' 4 sinxy y e x−+ = 2 ( cos sin )x

py e A x B x−= +

1 2 3' ( ) ( ) ( ) ... ( )nay by f x f x f x f x+ = + + + +

'

1( )ay by f x+ =
1py

'

2 ( )ay by f x+ =
2py

3' ( )ay by f x+ =
3py

' ( )nay by f x+ =
npy

1 2 3
...

np p p p py y y y y= + + + +

' cos 1xy y e x x+ = + + +

1 2 3( ) , ( ) cos , ( ) 1xf x e f x x f x x= = = +

1

x

py ke=
1py

' xy y e+ =
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ាង  កដល  ជាចលម្លើយពិលសសនន  

ាង  កដល  ជាចលម្លើយពិលសសនន  

លនាះចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ  គឺ   

លាំហាត់គាំររូើ១: លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល៖ 

   ែ.      ខ្.      

  គ.    ឃ.      

  ង.     ច.   

 

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.    

- រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  

 កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

- រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ  

ាង   

ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ   

កាលណា  

 

2
cos sinpy A x B x= +

2py
' cosy y x+ =

3py ax b= +
3py

' 1y y x+ = +

' cos 1xy y e x x+ = + + +
1 2 3p p p py y y y= + +

22 ' 3 1y y x− = + ' 2 xy y e− =

' 2 23 6 xy y x e− = 2 ' 2siny y x+ =

2' 2 cosxy y e x− = 2' 2 3cos2 1xy y e x x− = + + +

22 ' 3 1y y x− = +

2 ' 3 0y y− =

3
' 0

2
y y− =

3

2
x

cy Ae = A

22 ' 3 1y y x− = +

2 ' 2p py ax bx c y ax b= + +  = +

py
' 2 xy y e− =

22 ' 3 1p py y x− = +

2 2

2 2

2 2

2(2 ) 3( ) 1

4 2 3 3 3 1

(4 3 ) 3 2 3 1

ax b ax bx c x

ax b ax bx c x

a b x ax b c x

 + − + + = +

 + − − − = +

 − − + − = +
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លយើងបាន  

   ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ គឺ    

                កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន  

ខ្.   

- រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  

កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

- រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ  

ាង  

ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ   

កាលណា  

    

  លនាះ  

  លយើងបាន  

   ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ គឺ   

1

34 3 0
4

3 1
9

2 3 0
8

27

a

a b

a b

b c

c


= −

− = 
 

 − =  = − 
 − = 

= −


21 4 8

3 9 27
py x x = − − −

3

22
1 4 8

3 9 27

x

c py y y Ae x x= + = − − −

3

22
1 4 8

3 9 27

x

y Ae x x= − − −

A

' 2 xy y e− =

' 2 0y y− =

' 22 0 x

cy y y Ae− =  = A

' 2 xy y e− =

'x x

p py ke y ke=  =

py
' 2 xy y e− =

' 2 x

p py y e− =

2

1

x x x

x x

ke ke e

ke e

k

 − =

 − =

 = −

x

py e−=

2x x

c py y y Ae e= + = −

2x xy Ae e= −
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               កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន  

គ.   

- រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  

    
    កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

- រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ  

ាង   

    

ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ   

កាលណា  

 

   

លយើងបាន  

   ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ គឺ   

A

' 2 23 6 xy y x e− =

'3 6 0y y− =

' 2 0y y − =

2x

cy Ae = A

' 2 23 6 xy y x e− =

2 2( ) x

py x ax bx c e= + +

' 2 ' 2 2 ' 2

' 2 2 3 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

(3 2 ) 2 (2 2 )

x x

p

x x x x

p

y xe ax bx c ax bx c xe

y x e a b ax e b c xe ce

 = + + + + +

 = + + + + +

py
' 2 23 6 xy y x e− =

' 2 23 6 x

p py y x e− =

2 2 3 2 2 2 2 2 2 2

2 2 3 2 2 2 2 2 2 2

3 (3 2 ) 2 (2 2 ) 6 ( )

(9 6 ) 6 (6 6 ) 3ce (6 6 6 )

x x x x x x

x x x x x x

x e a b ax e b c xe ce x ax bx c e x e

x e a b ax e b c xe xe ax bx c x e

    + + + + + − + + =   

 + + + + + − + + =

2 2 3 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

(9 6 ) 6 ( 6 6 6 ) 3ce

9 6 3

1

9 1 9

6 0 0

3 0 0

1
( )
9

x x x x x

x x x x

x

p

x e a b ax e ax bx b xe x e

ax e bxe ce x e

a
a

b b

c c

y x x e

 + + + − − + + =

 + + =


==


 =  = 

 = = 


 =

2 3 21

9

x x

c py y y Ae x e= + = +

2 3 21

9

x xy Ae x e= +
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              កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

ឃ.  

 - រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ   

    

   កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

- រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ  

ាង    

ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ   

កាលណា  

  

លយើងបាន    

   ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ គឺ   

               កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

ង.   

     - រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  

A

2 ' 2siny y x+ =

2 ' 0y y+ =

1
' 0
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  កដល A ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 
     - រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ  

ាង   

    

ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ   

កាលណា  

      

  
                                         

 
                                                       

 

    

    

លយើងបាន  

   ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ គឺ   

               កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

ច.   
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- រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ   

  កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

- រែចលម្លើយពិលសសននម្ើការ  

ាង កដល  ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ 

កាលណា  

 
  

លយើងបាន  

- រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ   

ាង  

 កដល  ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ 

កាលណា   

  

លយើងបាន  

- រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ   

ាង  កដល  ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ 

កាលណា  
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លយើងបាន   

   ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននម្ើការ គឺ    

               កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

លាំហាត់គាំររូើ២:  លោះទ្សាយសម្ើការ   ។ 

- រែចលម្លើយរូលៅននសសម្ើការ   

 

 

 

 

 
- រែចលម្លើយពិលសសនន  

          ាង  ជាចលម្លើយពិលសសនន  

           យែលៅជាំន៊ួសែន ងសម្ើការ  លគបាន៖ 
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ដូចលនះ  ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  គឺ    

             កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

 

លាំហាត់គាំររូើ៣:  លគមនសម្ើការ   ។ 

ែ. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  និង  លដើម្បើឲ្យអន គម្ន៍   ែាំ ត់លលើ   

     លោយ  ជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ 

ខ្. លបើ  ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ   

   បរហ ញថ្ន  ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ   ។ 

គ. រែចលម្លើយ   ននសម្ើការ  រ៊ួចទាញរែចលម្លើយរូលៅ  ននសម្ើការ  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  និង  

       លបើ  ជាចលម្លើយនន   លនាះ   និង  លផទៀងផ្លទ ត់សម្ើការ  

        

           

        លគទាញបាន   

      ដូចលនះ  ជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ 

ខ្. បរហ ញថ្ន  ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  

       លបើ   ជាចលម្លើយននសម្ើការ   លនាះលគបាន     

       ម្ា  ងលរៀត  ជាចលម្លើយនន   លនាះលគបាន   
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       យែ  លគបាន៖ 

        

        ដូចលនះ  ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  ។ 

គ. លោះទ្សាយសម្ើការ  

        

                    

   ដូចលនះ  ជាចលម្លើយននសម្ើការ    

លោយ   ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ   ។ 

    ខ្. រលបៀបលោះទ្សាយសម្ើការ   ាម្វធិ្ើបកទ្ម្បទ្មួ្លចាំន៊ួនលថរ 

រលបៀបលោះទ្សាយ 

លដើម្បើលោះទ្សាយសម្ើការ  លគទ្តវូ: 

- លោះទ្សាយសម្ើការ  បានចលម្លើយរូលៅ  

    កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន  

- លធ្វើបកទ្ម្បទ្ម្លួចាំន៊ួនលថរ  លៅជាអន គម្ន៍  

    លយើងបាន  ជាចលម្លើយននសម្ើការ   
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 រែអន គម្ន៍  

 
 ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  

               

ាង  លនាះ  

លយើងបានចលម្លើយរូលៅនន គឺ  

      ឬ  កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន  ។ 

លាំហាត់គាំររូើ១: លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

ែ.      

ខ្.  

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.  

 គឺ  កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

លធ្វើបកទ្ម្បទ្មួ្លចាំន៊ួនលថរ  លៅជាអន គម្ន៍ លនាះ ជាចលម្លើយរូលៅនន 

សម្ើការ   

 
លនាះ  ជាចលម្លើយននសម្ើការ  

កាលណា   

( )xA

( ) ( ) ( )' 'ax ax axy A x e y A x e a A x e− − −=  = −

( ). axy A x e −= ( )*

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

'

'

' .

( ) ( ).

ax ax ax

ax

ax

ax

A x e a A x e a A x e p x

A x e p x

A x p x e

A x P x e dx

− − −

−

 − + =

 =

 =

 = 

( ). ( )axP x e dx I x c= + ( ) ( )A x I x C= +

( )* [ ( ) ]. axy I x C e−= +

( ).ax axy Ce I x e− −= + C
' 3 x xy y e e−+ = +

4' 4 xy y xe− =

' 3 x xy y e e−+ = +

4' 4 xy y xe− =

' 4 0y y− =
4xy Ae= A

A ( )xA
4( ) xy A x e=

4' 4 xy y xe− =

' 4 4' ( ) 4 ( )x xy A x e A x e= +

4( ) xy A x e= 4' 4 xy y xe− =

' 4 4 4 4( ) 4 ( ) 4 ( )x x x xA x e A x e A x e xe+ − =



  

 

 358  

 

     

      លយើងបាន   

ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយរូលៅ  គឺ    

             កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

ខ្.  

 គឺ  កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

លធ្វើបកទ្ម្បទ្មួ្លចាំន៊ួនលថរ លៅជាអន គម្ន៍ លនាះ ជាចលម្លើយរូលៅនន 

សម្ើការ   

 
លនាះ  ជាចលម្លើយននសម្ើការ  

កាលណា  

     

      លយើងបាន   

ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយរូលៅ  គឺ   

           កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 
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លាំហាត់គាំររូើ២: លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល  ។ 

ែ. រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  ។ 

ខ្. ាងអន គម្ន៍  ែាំ ត់លោយ  ។   

     គ នា  ជាអន គម្ន៍នន  និង  ។   

     គ នា  លបើ  ជាចលម្លើយននសម្ើការ  ។ 

គ. ទាញរែ  រ៊ួចរែ  លដើម្បើឲ្យ  ជាចលម្លើយននសម្ើការ  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ. រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ  

      លយើងមន     

   

              

   ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ   គឺ  ។ 

ខ្. គ នា  និង  

        លោយ  

                                   

       លបើ  ជាចលម្លើយននសម្ើការ  លនាះលគបាន៖ 
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   ដូចលនះ  និង  ។ 

គ.ទាញរែ  រ៊ួចរែ  : 

      លោយ 
 

      ល ើយ  ជាចលម្លើយននសម្ើការ   កាលណា  លនាះលគបាន 

                
   ដូចលនះ  ជាចលម្លើយននសម្ើការ  ។ 

លាំហាត់គាំររូើ៣:  លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល  ។  

ែ. លោះទ្សាយ សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល   កដលលផទៀងផ្លទ ត់  ។ 

ខ្. ាង  ជាអន គម្ន៍មនលដរ ើលវលលើ  កដល  ។  

     គ នា  ជាអន គម្ន៍នន  និង   ។  

គ. បរហ ញថ្នលបើ  ជាចលម្លើយននសម្ើការ   ល ះទ្ាកត  ។ 

ឃ.ទាញរែែលនាម្  រ៊ួចរែ   កដល ជាចលម្លើយននសម្ើការ   ។             

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ. លោះទ្សាយ សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល  

       លយើងមន    
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   ដូចលនះ  ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ   ។ 

ខ្. គ នា  ជាអន គម្ន៍នន  និង  : 

      លោយ  

                                     

   ដូចលនះ ។ 

គ. បរហ ញថ្នលបើ  ជាចលម្លើយននសម្ើការ   ល ះទ្ាកត  

       លបើ  ជាចលម្លើយននសម្ើការ   លគបាន 

    

           

            

        ដូចលនះ ជាចលម្លើយននសម្ើការ   ល ះទ្ាកត  ។ 

ឃ. ទាញរែែលនាម្  និង  : 
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- រែ : លោយ  

                                     

 

 ដូចលនះ  ។ 

          - រែ :  លោយ ជាចលម្លើយននសម្ើការ  

      លគបាន  

  ដូចលនះ   ។ 

    គ. លោះទ្សាយសម្ើការ   ាម្វធិ្ើរែផលគ  អ ាំងលតទ្កាល 

រលបៀបលោះទ្សាយ 

លយើងមនសម្ើការ     (*( 

គ  អងាទា ាំងពើរនន (*( និង  លយើងបាន 

 
លោយ   លនាះ  

លយើងបានសម្ើការលៅជា  

 
ាង   ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន 

លយើងបាន   
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លាំហាត់គាំររូើ១: លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្ 

ែ.      

ខ្.   

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.    
       គ  អងាទា ាំងពើននសម្ើការ   នឹង   

       លគបាន   

      

       រែ  

 

             លដរ ើលវ                         អ ាំងលតទ្កាល 

 

                

 

 

 

 

    

   ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ គឺ កដល  ។ 

' 3 3 2y y x− = +

2' (3 6 2) xy y x x e+ = + +

' 3 3 2y y x− = + ( )i

( )i 3xe−

' 3 3 33 (3 2)x x xy e e y x e− − −− = +

3 3

3 3

( ) ' (3 2)

(3 2)

x x

x x

ye x e

ye x e dx

− −

− −

 = +

 = +
3(3 2) xx e dx−+

3 3 3 3

3

1 1
(3 2) (3 2) ( 1)

3 3

1

x x x x

x

x e dx e x e c x e c

y x ce

− − − − + = − + − + = − − +

 = − − +



31 xy x ce= − − + c

𝑒−3𝑥 

−
1

3
𝑒−3𝑥 

1

9
𝑒−3𝑥 

−
1

27
𝑒−3𝑥 

3𝑥 + 2 
- 3  

+ 0  

 



  

 

 364  

 

ខ្.    

       គ  អងាទា ាំងពើរននសម្ើការ  នឹង   

      លគបាន   

     

        រែ   

            លដរ ើលវ     អ ាំងលតទ្កាល 

  

 

  

 

 

 

 

   

        

   ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ គឺ កដល  ។ 

 

   2.6 សម្ើការលើលនកអ៊ារ (Linear equation) 
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និយម្ន័យ 

     សម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលលាំោប់ម្៊ួយអូម្ ូកសនមនរាង  ឬ 

  កដល ;   

 

ែាត អ ាំងលតទ្កាល 

ាង  ជាែាត អ ាំងលតទ្កាលកដលទ្តវូគ  នឹងសម្ើការ  ឱ្យកាល យជាស
ម្ើការពិត ។ លគបាន 

                                

        

        

ាម្លែខខ្ ា ននសម្ើការពិត លគបាន 
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លនាះែាត អ ាំងលតទ្កាលននសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលលាំោប់ម្៊ួយអូម្ ូកសនគឺ  

 

វធិ្ើសាង្គ្សតលោះទ្សាយ 

• សរលសរសម្ើការជារាង    

• រែែាត អ ាំងលតទ្កាល  
• គ  សម្ើការ នឹង  លគបាន  

                            

                    

                                            

                                                      

                                                                  

 សមា ល់៖ ែន ងែរ ើ ខ្លះលគទ្តូវបតូ រអលថរអទ្ស័យម្ែជា អលថរមិ្នអទ្ស័យវញិ ល ើយអលថរមិ្នអទ្ស័យ
មនជាអលថរអទ្ស័យវញិនើែន ងសម្ើការលើលនកអ៊ារ ។ 

លាំហាត់គាំរ:ូ លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

   ែ.  

   ខ្.  

ដាំលណាះទ្សាយ 
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ែ.    

សម្ើការ  អចសរលសរជា    

លគបាន  

គ  សម្ើការ  នឹង  លគបាន 

     

                        

                            

                                        

   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយ  ។ 

ខ្.  

សម្ើការ  អចសរលសរជា    

លគបាន  

គ  សម្ើការ  នឹង  លគបាន 
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កត  លគបាន  

   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយ   ។ 

   2.7 សម្ើការកប៊ាន៊ួយើ រ ើការើ និងលែលរ  ូ (The equation of Bernoulli, Ricatti and Clairaut( 

    ែ. សម្ើការកប៊ានូយើ ( Bernoulli equation ( 

និយម្ន័យ 

សម្ើការកប៊ាន៊ួយើ ជាសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលកដលមនរាង  កដល 
 (រែលឃើញលោយគ ិតវរូិជនជាតិសវើសលោែ James Bernoulli (ឯែសារខ្លះថ្ន 

Jacob Bernoulli( 1645-1705 ។     

 

វធិ្ើសាង្គ្សតលោះទ្សាយ 

លគមនសម្ើការកប៊ាន៊ួយើ  កដល ។ សម្ើការ អច

សរលសរជា  ។ 

ាង លគបាន ។ 

លនាះសម្ើការ អចសរលសរលៅជា  ឬ 

ជាសម្ើការលើលនកអ៊ារមនអលថរអទ្ស័យ និងអលថរមិ្នអទ្ស័យ 
។  

 សមា ល់៖ -សម្ើការ លៅលពល សម្ើការកាល យជាសម្ើការ 

c
y x

x
= +

( )1 0y = 0 1 1c c= +  = −

1
y x

x
= −

( ) ( ) ndy
P x y f x y

dx
+ =

¡, 0, 1n n n  

( ) ( ) ndy
P x y f x y

dx
+ = ( )i ¡, 0, 1n n n   ( )i

( ) ( )1n ndy
y P x y f x

dx

− −+ = ( )ii

1 nw y −= ( )
( )

1
1

1

n ndw dy dy dw
n y y

dx dx dx dx n

− −= −  = 
−

( )ii
( )

( )
1

( )
1

dw
P x w f x

dx n
 + =

−

( ) ( ) ( )1 1 ( )
dw

n P x w n f x
dx

+ − = − w x

( ) ( ) ndy
P x y f x y

dx
+ = 0n =
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លើលនកអ៊ារ ។ 

         -សម្ើការ លៅលពល សម្ើការកាល យជាសម្ើការអច 

កញែអលថរបាន ។ 

លាំហាត់គាំរ:ូ លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្ 

  ែ.     

ខ្.  

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.   

សម្ើការ  អចសរលសរជា   ជាសម្ើការកប៊ាន៊ួយើ 

គ  សម្ើការ និង  លគបាន  

ាង  លគបាន    

លគបានសម្ើការថមើ  ជាសម្ើការលើលនកអ៊ារ 

លោយ  

គ  សម្ើការ នឹង លគបាន 

    

             

                        

                          

( ) ( ) ndy
P x y f x y

dx
+ = 1n =

( )3 1
dy

y xy
dx

= −

( )26 1 2 0y y x dx xdy− − + =

( )3 1
dy

y xy
dx

= − ( )i

( )i 4dy
y xy

dx
+ = ( )ii

( )ii
4y− 4 3dy

y y x
dx

− −+ =

3w y−= 4 4 1
3

3

dw dy dy dw
y y

dx dx dx dx

− −= −  = − 

1
3 3

3

dw dw
w x w x

dx dx
−  + =  − = − ( )iii

( )
3 3dx xx e e

− −= =

( )iii ( ) 3xx e −=

3 33 3x xdw
e w x e

dx

− − 
− = −  

 

( )3 33x xd
e w x e

dx

− − = − 

3 33x xe w x e dx− − = − 

3 3xe w I−  = −
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កដល  

ាង     

    

លនាះ   

លគបាន    

 
             

កត លគបាន  

      

   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយ ។ 

ខ្.   

សម្ើការ  អចសរលសរជា   ជាសម្ើការកប៊ាន៊ួយើ 

គ  សម្ើការ និង  លគបាន  

ាង  លគបាន    

លគបានសម្ើការថមើ    

ជាសម្ើការលើលនកអ៊ារ 

លោយ  

3xI x e dx−= 

u x du dx=  =

3 3 31

3

x x xdv e dx v e dx e− − −=  = = −

3 3 3 31 1 1 1

3 3 3 3

x x x xI xe e dx xe e− − − − 
= − + = − + 

 


3 3 31 1
3

3 3

x x xe w xe e c− − −  
 = −  − + +  

  

3 3 31

3

x x xe w xe e c− − − = + +

31

3

xw x ce= + +

3w y−= 3 31

3

xy x ce− = + +

3 3 3 31
1 0

3

xxy y ce y+ + − =

3 3 3 31
1 0

3

xxy y ce y+ + − =

( )26 1 2 0y y x dx xdy− − + = ( )i

( )i 31 6

2 2

dy x
y y

dx x x

+
− = − ( )ii

( )ii
3y− 3 21 3

2

dy x
y y

dx x x

− −+
− = −

2w y−= 3 3 1
2

2

dw dy dy dw
y y

dx dx dx dx

− −  
= −  =  − 

 

1 1 3 1 6

2 2

dw x dw x
w w

dx x x dx x x

+ +
−  − = −  + = ( )iii

( )
11 1

ln
x dxdx x x xxxx e e e xe

 + +  + 
= = = =



  

 

 371  

 

គ  សម្ើការ នឹង លគបាន 

    

                 

                                

                                  

               

កត លគបាន  

    

          

   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយ ។ 

    ខ្. សម្ើការរ ើការើ (Ricatti equation) 

និយម្ន័យ 

សម្ើការរ ើការើ ជាសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលកដលមនរាង  (រែ
លឃើញលោយគ ិតវរូិជនជាតិអ ើាលើលឈាម ះ Jacobo Francesco Ricatti (1676-1754))។ 

 

 

វធិ្ើទ្សាសតលោះទ្សាយ 

ចលម្លើយននសម្ើការរ ើការើមនរទ្ម្ង់ កដល៖ 

( )iii ( ) xx xe =

1 6x xdw x
xe w xe

dx x x

+ 
 + =  
 

( ) 6x xd
xe w e

dx
 =

6x xxe w e dx = 

6x xxe w e c = +

0dp p c=  =
6 x

x

e c
w

xe

+
=

2w y−= 2 6 x

x

e c
y

xe

− +
=

( )2 6 x xy e c xe+ =

( )2 6x xx y e e c− = +

( )2 6x xx y e e c−= +

( ) ( ) ( ) 2'y P x Q x y R x y= + +

1y y u= +
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•  ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការរ ើការើ 
•  ជាចលម្លើយននសម្ើការកប៊ាន៊ួយើមនរទ្ម្ង់ កដលអចប

កម្លងរជាសម្ើការលើលនកអ៊ាកដលមនរទ្ម្ង់ ។ 

សទ្មយបញ្ា ែ់ 

ឧបម  ជាចលម្លើយននសម្ើការ   

លគបាន លផទៀងផ្លទ ត់សម្ើការ  

លោយ លគបាន 

    

 

 

 

 
លគបាន  ជាចលម្លើយននសម្ើការកប៊ាន៊ួយើ   

គ  សម្ើការ នឹង លគបាន  

ាង លគបាន លគបានសម្ើការថមើ 

     

      

ដូចលនះ ចលម្លើយននសម្ើការរ ើការើមនរទ្ម្ង់   ។ 

លាំហាត់គាំរ:ូ លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

   ែ.  

1y

u ( ) ( ) ( ) 2

1' 2u Q x y R x u R x u− + =  

( ) ( ) ( )1' 2w w Q x y R x R x+ + = −  

1y y u= + ( ) ( ) ( ) 2'y P x Q x y R x y= + + ( )i

1y y u= + ( )i

1 1' 'y y u y y u= +  = +

( ) ( )
2' '

1 1 1y u P Q y u R y u+ = = + + +

' ' 2 2

1 1 1 12y u P Qy Qu Ry Ry u Ru+ = + + + + +

' ' 2 2

1 1 1 1( ) ( 2 )y u P Qy Ry u Q Ry Ru+ = + + + + +

' ' ' 2

1 1 1( 2 )y u y u Q Ry Ru+ = + + +

' 2

1( 2 )u u Q Ry Ru− + =

u ' 2

1( 2 )u u Q Ry Ru− + = ( )ii

( )ii 2u− 2 ' 1

1( 2 )u u u Q Ry R− −− + =

1 2 1w u u− −= = ' 2 ' 2 'w u u u u w− −= −  = −

( )'

12w w Q Ry R− − + =

( )'

12w w Q Ry R+ + = −

1y y u= +

2

12 ; 2
dy

y y y
dx

= − − + =
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   ខ្.  

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.  

សម្ើការមនរាងជាសម្ើការរ ើការើ លនាះចលម្លើយននសម្ើការគឺ  

      កដល  និង  ជាចលម្លើយននសម្ើការ 

  
គ  សម្ើការ និង លគបាន  

ាង លគបាន  

លគបានសម្ើការថមើគឺ   

លនាះ  

គ  សម្ើការ និង លគបាន 

    

      

              

              

                     

                     

កត លគបាន  

2

12

4 1 2
;

dy
y y y

dx x x x
= − − + =

2

12 ; 2
dy

y y y
dx

= − − + =

1y y u= +

1 2y = u

( )' 2 ' 21 2 2 1 1 3u u u u u u− − +   =   − = ( )i

( )i 2u− 2 ' 13 1u u u− −− =

1w u−= ' 2 ' 2 ' 'w u u u u w− −= −  = −

' '3 1 3 1w w w w− − =  + = − ( )ii

( )
3 3dx xx e e = =

( )ii ( ) 3xx e =

( )3 ' 33x xe w w e+ = −

( )3 3x xd
e w e

dx
 = −

3 3x xe w e dx = −

3 31

3

x xe w e c = − +

31 3

3

xce
w

−− +
=

31
; 3

3

xke
w k c

−− +
= =

1w u−=

3
1

3

1 3

3 1

x

x

ke
u u

ke

−
−

−

− +
=  =

− −
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លគបាន  

   ដូចលនះ ។ 

ខ្.  

សម្ើការមនរាងជាសម្ើការរ ើការើ លនាះចលម្លើយននសម្ើការគឺ  

កដល និង  ជាចលម្លើយននសម្ើការ  

  

គ  សម្ើការ  និង លគបាន  

ាង  លគបាន  

លគបានសម្ើការថមើគឺ   

លនាះ  

គ  សម្ើការ  និង លគបាន 

    

      

            

            

                 

1 3

3
2

1 x
y y u
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= + = +

− +

3

3
2

1 x
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 
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1u u u
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1w u−= ' 2 ' 2 ' 'w u u u u w− −= −  = −

' '3 3
1 1w w w w

x x
− − =  + = − ( )ii
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1

3 3ln 3
dx xxx e e x


= = =

( )ii ( ) 3x x =

3 ' 33
x w x

x

 
+ = − 

 

( )3 3d
x w x
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 = −

3 3x w x dx = −

3 41

4
x w x c = − +

4
3

3

1
44

4

x c
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w
x

−− +
− +

= =
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កត លគបាន  

លគបាន  

   ដូចលនះ ។ 

    គ. សម្ើការលែលរ  ូ (Clairaut equation) 

និយម្ន័យ 

សម្ើការលែលរ   ូ ជាសម្ើការឌ្ើលផរ  កសយលកដលមនរាង   (រែលឃើញលោយគ ិតវរូិ
ជនជាតិបារា ាំង លឈាម ះ Alexis claude Clairaut (1713-1765) ។ 

 

វធិ្ើសាង្គ្សតលោះទ្សាយ 

ាង  លគបាន  

លនាះសម្ើការ អចសរលសរ 

                    

                        

                       

                       

                       

លនាះលគទាញបានសម្ើការមនចលម្លើយពើគឺ៖ 

3

; 4
4

x kx
w k c

−− +
= =

1w u−=

3
1

3

4

4

x kx
u u

x kx

−
−

−

− +
=  =

− +

1 3

2 4
y y u

x x kx−
= + = +

− +

3

2 4
y

x x kx−
= +

− +

( )'y xy f p= +

'y p= dy pdx=

( )'y xy f p= +

( )y xp f p= +

( )'dy xdp pdx f p dp= + +

( )'pdx xdp pdx f p dp= + +

( )'0 xdp f p dp= +

( )' 0x f p dp + = 
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• កត កដល ជាចាំន៊ួនលថរ  

ចលម្លើយ លៅថ្ន ទ្គសួារកខ្សលកាងននបនាទ ត់ ។ 

• យែ   

កត  

លគមនសម្ើការមនចលម្លើយបា រា កម្ ត  (លៅថ្នចលម្លើយលទាល Singular( ។

  

លាំហាត់គាំរ:ូ លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

   ែ.  

   ខ្.  

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.    

សម្ើការ អចសរលសរ កដល  

ាង  

លនាះសម្ើការ អចសរលសរ 

     

    

    
    

0dp p c=  = ( )' 'y p y c y cx f c=  =  = + c

( )y cx f c= +

( ) ( )' '0x f p x f p+ =  = − ( )'p t x f t=  = −

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' 'y xp f p t f t f t f t t f t   = + = − + = −   

( )

( ) ( )

'

'

x f t

y f t t f t

 = −


= − 

3
dy dy

y x
dx dx

 
= −  

 

'' yxy y e− =

3
dy dy

y x
dx dx

 
= −  

 
( )i

( )i ( )' 'y xy f y= + ( ) ( )
3

3
' 'dy

f y y
dx

 
= − = − 

 

dy
p dy pdx

dx
=  =

( )i

3y xp p= −

23dy xdp pdx p dp= + −

23pdx xdp pdx p dp= + −

( )23 0x p dp− =
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លគទាញបាន កត  

និង  

យែ  

លគបាន  ឬ   

ឬ  

   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយ   ។ 

ខ្.    

សម្ើការ អចសរលសរ កដល  

ាង  

លនាះសម្ើការ អចសរលសរ 

    

    

    
    

លគទាញបាន កត  

និង  

យែ  

លគបាន   

   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយ   ។ 

0dp p c=  = ( )' ' 3p y y c y cx f c cx c=  =  = + = −

2 23 0 3x p x p− =  =

2 2 1
3

3
p t x t t x=  =  =

3 2 3 33 2y xp p t t t t= − =  − = ( ) ( )
2

2 3
2 3 2 31 1

2 4 4 4
3 27

y t t x x
 

= = = =  
 

2 327 4y x=

3;y cx c= − 2 327 4y x=

'' yxy y e− = ( )i

( )i
'' yy xy e= − ( )

'' yf y e=

dy
p dy pdx

dx
=  =

( )i

py xp e= −

pdy xdp pdx e dp= + −

ppdx xdp pdx e dp= + −

( ) 0px e dp− =

0dp p c=  = ( )' ' cp y y c y cx f c cx e=  =  = + = +

0p px e x e− =  =

lntp t x e t x=  =  =

ln lnln lnp p t x xy xp e e t e e x e x x x= − =  − = − = −

;cy cx e= − lny x x x= −



  

 

 378  

 

 ែរ ើ ពិលសស ឬ  

លយើងទ្តូវាង កដល ជាចលម្លើយរបស់ទ្បព័នធ  

លនាះ កដល  លគបាន  

ាម្សម្ើការ  លគបាន  

 
បនាទ ប់ពើលនះលយើងអចរែចលម្លើយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលអូម្ ូកសនបាន ។ 

លាំហាត់គាំរ:ូ លោះទ្សាយសម្ើការ  

ដាំលណាះទ្សាយ 

លយើងលោះទ្សាយសម្ើការ  

ាង  

លយើងបាន  

ាង   

លគបាន  

'
dy ax by c

y
dx px qy r

+ +
= =

+ +
' 0

ax by c
y

px qy r

+ +
− =

+ +

x u

y v




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

= +
, 

( )

( )

0... 1
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+ + =


+ + =

( ) ( )...

v
a b
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p q
u

+ 
+
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+

+ 

u
t v ut

v
=  = dv udt tdu= +
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dv a bt a bt a bt

dv du udt tdu du
du p qt p qt p qt

   + + +
=  =  + =   

+ + +   

2 2

a bt du p qt du p qt
udt t du dt dt

p qt u a bt pt qt u a bt pt qt

     + + +
= −  =  =     

+ + − − + − −     
 
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dy x y
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x y x
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 

= − = 

1
3

1
1

u
dy x y dv u v du v

udx x y du u v dv

v

+
+ + +

=  =  =
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 ាង  

លយើងបាន  កត  

លនាះ  កដល   ។ 

 ែរ ើ ពិលសស  គម នចលម្លើយ 

លយើងទ្តូវាង  កដល  ។ 

លាំហាត់គាំរ:ូ លោះទ្សាយសម្ើការ  

ដាំលណាះទ្សាយ 

ាង  

លគបាន  

    

    

2 2 2

1 1 1

1

t du t du t
t du udt dt dt

t u t t u t t t t

+ −     
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1 21
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ដូចលនះ  

   2.8 ការជាំន៊ួស 

 សម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលកដលមិ្នចូលរាងណាម្៊ួយខាងលលើ លគលទ្បើវធិ្ើជាំន៊ួសលដើម្បើឱ្យសម្ើការ
កាល យជារាងជាែ់ោែ់ណាម្៊ួយលដើម្បើលោះទ្សាយ ។ 

លាំហាត់គាំរ:ូ លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

   ែ.   

   ខ្. 
 

 

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ.    

ាង លគបាន លនាះ 

     

     

     

លគបានសម្ើការ អចសរសរលៅជា 
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u
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u
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22 2 3 6
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xy y x
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+ = −
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2

2
u xy y u

x
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1

2
2
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x
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1 1
2

2 2
dy du udx

x x

 
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 

1

2
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x x

 
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 
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1 1 0
2 2
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u u dx x u du dx

x x x

 
+ + −  − = 

 
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   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយ  ។ 

ខ្.   
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ាង  លនាះ  

លនាះសម្ើការ អចសរលសរលៅជា 

       

            

                  

លោយ    

លនាះសម្ើការ ជាសម្ើការមិ្នពិត 

លគបាន  

     

គ  សម្ើការ និង លគបាន 

    

       

លោយ  លនាះវាជាសម្ើការពិត 

យែ  លគបាន 

    

    

    

លនាះ  កត  
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=
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លគបាន  នា ាំឱ្យ  

លនាះ  

កត លគបាន  

   ដូចលនះ សម្ើការមនចលម្លើយ  ។ 

ការអន វតត  

អន វតតន៍សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល លៅែន ងវរិាសាង្គ្សត 

    ែ. អន វតតន៍លៅែន ងគើម្ើវរិា 

ឧទា រ ៍:  អនែវរិាសាង្គ្សតបានសលងកតលឃើញថ្ន  ចាំន៊ួនន វ យ ូននសារធាត វរិយ សែម្ម ទ្តូវថយច ះ
លៅាម្រយៈលពលកដលលទ្បើទ្បាស់ ។ លគដឹងថ្នលលបឿនននការបាំកបែន វ យ ូលនះសមមទ្ត  នឹងចាំន៊ួនន វ យ ូ
កដលលៅសល់  ។  ាង  ជាចាំន៊ួនន វ យ ូននសារៈធាត វរិយ សែម្មកដលមនលៅខ្ ៈលពល  ។  រែ
ចាំន៊ួនន វ យ ូកដលលៅសល់ែន ងខ្ ៈលពល    ជាអន គម្ន៍នន   ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

រែចាំន៊ួនន វ យ ូកដលលៅសល់ែន ងខ្ ៈលពល    ជាអន គម្ន៍នន   

ាង    ជាលម្គ  សមមទ្ត  

                  ជាចាំន៊ួនន វ យ ូននសារៈធាត 
វរិយ  

                       សែម្ម កដលលៅសល់ែន ងខ្
 ៈ 

                       លពល  

លោយលលបឿនននការបាំកបែន វ យ ូលនះសម 

មទ្ត  នឹងចាំន៊ួនន វ យ ូកដលលៅសល់លនាះលគអចសរលសរ 

          កដលជាសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់រើ    

( )' 23 6h x x x= − + ( ) ( )2 3 23 6 3h x x x dx x x c= − + = − + +
2 3 23 0x u x x c− + + =

2u y= 2 2 3 23 0x y x x c− + + =

2 2 3 23 0x y x x c− + + =

0N 0t =

t t

t t

k

N

t

Nk
dt

dN
−= 1
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                           យែ កដល  ជាចាំន៊ួនលថរណាម្៊ួយែ៏បាន    

លោយ  ាម្លែខខ្ ា លដើម្  លគបាន    

នា ាំឲ្យ   

ដូចលនះ   លៅខ្ ៈលពល    សារៈធាត វរិយ សែម្ម  លៅសល់ន វ យ ូចាំន៊ួន   ។ 

    ខ្. អន វតតន៍លៅែន ងរូបវរិា 

ឧទា រ ៍:  នាំប ័ងកដលលគលរើបលលើែលចញពើចង្គ្រក នមនសើត  ហ ភាព  ។  លគយែនាំលនះ
ម្ែោែ់ែន ងបនទប់ម្៊ួយមនសើត  ហ ភាព  ។  លគលឃើញថ្ន នារើលទ្កាយម្ែសើត  ហ ភាពនាំធាល ែ់ម្ែ
លៅ   ។ 

      ែ.សរលសរសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលកដលទាែ់រងនឹងសើត  ហ ភាព  របស់នាំលៅខ្ ៈ    

         និងលែខខ្ ា លដើម្ននចាំលណារ  ។ 

      ខ្. គ នាសើត  ហ ភាពនាំ  លៅខ្ ៈលពល    ។ 

      គ. គ នារយៈលពលកដលសើត  ហ ភាពនាំ  ថយច ះដល់   ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

dN dN
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k t cN e − + =
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       ែ. សរលសរសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល    

       អទ្ាថយច ះននសើត  ហ ភាពនាំគឺ     

      លោយអទ្ាថយច ះលនះសមមទ្តនឹងផលដែ
រវាងសើត  ហ ភាពនាំ និងសើត  ហ ភាពបរោិកាសជ ាំវញិ  លនាះលគ
បានសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលៈ 

       ាម្លែខខ្ ា លដើម្    

          លោយសើត  ហ ភាព   លគបាន 

             ។ 

ខ្. គ នាសើត  ហ ភាពនាំ  លៅខ្ ៈលពល  

  

         

         

         

         

         

                    
         លោយ   លនាះ   

          លគបាន   

          ល ើយ  នារើលទ្កាយម្ែសើត  ហ ភាពនាំ  ថយច ះពើ  ម្ែ  លនាះលគបាន 
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( ) 92 28k tT t e −= +

3 C0120 C080



  

 

 386  

 

   

           

    ដូចលនះ  ។ 

គ. គ នារយៈលពលកដលសើត  ហ ភាពនាំ  ថយច ះដល់   

             

    

 
     ដូចលនះ  នារើ វនិារើ ។ 

       គ. អន វតតន៍ែន ងជើវវរិា 

ឧទា រ ៍: លគសិែាអាំពើែាំល ើ នននការប ត ះបាែ់លតរ ើែន ងម្ជឈោា នម្៊ួយ ។ ាង ជាអន គម្
ន៍នន  ជាចាំន៊ួនបាែ់លតរ ើកដលមនលៅខ្ ៈលពល  (  គិតជាលម ង( ។ លគដឹងថ្នចាំន៊ួនបាែ់លតរ ើលែើនល ើង 

 ែន ង  លម ង ។ 

 ែ. បរហ ញថ្នចាំល ះទ្គប់  ជាចាំន៊ួនពិតវជិាមនលផទៀងផ្លទ ត់: 

      

 ខ្. លគចាត់រ ែ  ខិ្តលៅរែ  កដលជាលដរ ើលវនន  ។ 

      គ នាចាំន៊ួនបាែ់លតរ ើលៅខ្ ៈលពល  លបើលគដឹងថ្ន ចាំន៊ួនបាែ់លតរ ើលៅលពល 

               ចាប់លផតើម្ប ត ះមន  ។ 

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ. បរហ ញថ្នចាំល ះទ្គប់  ជាចាំន៊ួនពិតវជិាមនលផទៀងផ្លទ ត់:  

(3) 3 52 13
80 92 28

92 23

k ke e− −= +  = =

13 1 13
3 ln ln 0.19

23 3 23
k k

   
 − =  = − =   

   

0.19( ) 92 28tT t e −= +

C030

0.1930 92 28te−= +

0.19 2 1

92 46

te − = =

1 1 1
0.19 ln ln 3.829

46 0.19 46
t t

   
− =  =− = −   

   

20t = 9

( )N t

t t t

10% 1

t

( ) ( ) ( )1 0.1N t N t N t+ − =

( ) ( )1N t N t+ − ( )'N t N

3t h=

4

0 10N =

t
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     លោយចាំន៊ួនបាែ់លតរ ើមន  លៅ 

             លម ង  ល ើយលែើនបាន   ែន ង  
លម ង  

   លនាះម្៊ួយលទ្កាយម្ែចាំន៊ួនបាែ់លតរ ើ
មន       

                 

   ដូចលនះ  ។ 

  

ខ្. គ នាចាំន៊ួនបាែ់លតរ ើលៅខ្ ៈលពល  

      លោយ  

       ជាសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់លសយល 

       នា ាំឱ្យ  

     

     

      លោយ    

     លនាះ  នា ាំឱ្យ  

            

    បាែ់លតរ ើ 

( ) ( ) ( )1 0.1N t N t N t+ − =

( )N t

t 10% 1

( ) ( ) ( )
10

1
100

N t N t N t+ = +

( ) ( ) ( )1 0.1N t N t N t+ − =

3t h=

( )
( ) ( )'

0

1
lim

1t

N t N t
N t

t t→

+ −
=

+ −

( ) ( )' 0.1N t N t=

0.1
dN

N
dt

= 0.1
dN

dt
N

=

ln 0.1N t c= +

( ) 0.1tN t Ae=

( ) 4

00 10N N= =

( )0.1 0410 Ae=
410A =

( ) 410 tN t e=

3:t = ( ) 4 0.33 10 13498N e= =



  

 

 388  

 

      ដូចលនះ លៅខ្ ៈលពល  មន  បាែ់លតរ ើ ។ 

  អន វតតន៍សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល លៅែន ងលសដាែិចច  

ឧទា រ ៍:  លោែ  បានសលទ្ម្ចចិតតថ្ននឹងឈប់ជែ់បារ ើលដើម្បើកថរែាស ខ្ភាព និងលធ្វើការសនសាំ
ទ្បាែ់ល ើងវញិ ។ គត់ជែ់បារ ើែន ងម្៊ួយនថាអស់ 2ែញ្ច ប់ លបើគិតជាទ្បាែ់គត់ទ្តូវចាំណាយអស់ ម្ ឺនលរៀលែន ង
ម្៊ួយសបាត  ៍ ។  ឧបមថ្ន គត់បញ្ចូ លទ្បាែ់លនះជាលរៀងរាល់សបាត  ៍ែន ងគ នើសនសាំននធ្នាគរ លនាះគត់
នឹងររ៊ួលបានអទ្ាការទ្បាែ់សមស  ែន ងម្៊ួយឆ្ន ាំ  ។ 

លតើគត់ររ៊ួលបានទ្បាែ់ទា ាំងការ ទា ាំងលដើម្ប  នាម ន លបើគត់ពាោម្លផទរទ្បាែ់លនះ ចូលធ្នាគរែន ងរ
យៈលពល  ឆ្ន ាំ  ។ 

   ដាំលណាះទ្សាយ 

លបើ  ជារឹែទ្បាែ់កដលមន ែន ងឆ្ន ាំ  ល ើយអទ្ាការទ្បាែ់សមស   ែន ងម្៊ួយឆ្ន ាំ  

លនាះែាំល ើ នរឹែទ្បាែ់ែន ងឆ្ន ាំគឺ     

លបើលគបកនេម្រឹែទ្បាែ់ លរៀតលនាះែាំល ើ ន 

រឹែទ្បាែ់គឺ   

 
 លោយែន ងម្៊ួយសបាត  ៍លោែ    សនសាំ 

          ទ្បាែ់បាន 3 ម្ ឺនលរៀល ល ើយែន ងម្៊ួយឆ្ន ាំគត់សនសាំបាន    ម្ ឺនលរៀល   

លគបាន  ម្ ឺនលរៀល ជាសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល   

កដលមនចលម្លើយជាអន គម្ន៍  ជាចាំន៊ួនរឹែទ្បាែ់កដលមនែន ងធ្នាគរ   

លៅខ្ ៈលពល  

         

3t h= 13498

A

3

%10

30

S t %10

s
dt

dS

100

10
=

d

ds
dt

dS
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dt

dS
=−+= 1.01.0

A

156523 =

1561.0 == s
dt

dS

)( tS

t

)1(1561.0 == s
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dS



  

 

 389  

 

  សម្ើការ  មនចលម្លើយរូលៅគឺ   

លធ្វើបកទ្ម្បទ្មួ្លចាំន៊ួនលថរ   លគបាន 

   

 

  

   

ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការគឺ   

លោយលៅឆ្ន ាំដាំបូងទ្បាែ់លដើម្របស់លោែ A  គម នលសាះ លនាះលគបាន   

            
  លគបាន   

 ឆ្ន ាំលទ្កាយលោែ Aមនទ្បាែ់ចាំន៊ួន ៛  

  ដូចលនះ    ម្ ឺនលរៀល  ។ 

 

លាំហាត់លទ្ជើសលរ ើស 

១. លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

 ែ.     ខ្.  

 គ.    ឃ.  

 ង.      ច.  

01.0 == s
dt

dS ( ) texAtS 1.0)( =

A

( ) ( )' ' 0.1 0.1( ) 0.1t tS t A x e A x e= +

( ) ( ) ( ) ( )' 0.1 0.1 0.1 '1 : 0.1 0.1 156, ( ), ( )t t t ds
A x e A x e A x e S t S S t

dt

 
+ − = = = 

 

( )

( )

( )

' 0.1

' 0.1

0.1 0.1

156
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t

t

t t

A x e

A x e

A x e dt e c c

−

− −

 =

 =

 = =− + 

( ) ttt ececetS 1.01.01.0 15601560)( +−=+−= −

1560156000)0( )0(1.0 =+−== cecS
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' siny x=
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' 6tany x=
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−
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=
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២. លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

 ែ.     ខ្.  

 គ.    ឃ.  

 ង.    ច.  

៣. លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល កដលលផទៀងផ្លទ ត់ាម្លែខខ្ ា លដើម្ខាងលទ្កាម្៖ 

 ែ.   ខ្.  

 គ.    ឃ.  

 ង.   ច.  

៤. លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

 ែ.    ខ្.  

 គ.    ឃ.  

 ង.   ច.  

 ្.    ជ.   

 ឈ.    ញ.  

 ដ.    ឋ.  

 ឌ្.    ឍ.  

៥. លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល កដលលផទៀងផ្លទ ត់ាម្លែខខ្ ា លដើម្ខាងលទ្កាម្៖ 

 ែ.    ខ្.  

 គ.    ឃ.   

' 8 0y y+ = '2 3 0y y− =

' 3 0y y− =
'5 2 0y y+ =

3 2 0
dy

y
dx

− = 6 0
dy

y
dx

+ =

( )' 2 0, 3 2y y y− + = = − ( )' 1
2 0, ln 4

5
y y y+ = =

( )' 0, 0 1y y y− = =
' 2

2 5 0, 3
5

y y y
 

− = = − 
 

1
5 0, 1

5

dy
y y

dx

 
− = = − 

 
( )cos 0, 0 1xdy dx y− = =

' 23 3 2y y x x+ = − + ' 2 xy y e− =

' 22 xy y xe− = '2 2siny y x+ =

( )' 2 cos3 3sin3xy y e x x+ = −
' 2y y y+ =

' sin cosy y x x− = ( )
2'2 3 3y y x− = +

' 6 3 1y y x− = + ' 1
sin 2 cos 2

2
y y x x− + = +

' xy y xe−+ = ' 2 2 1y y x x− + = − +

( )
2'2 3 3y y x− = +

' 22 3cos2 1xy y e x x+ = + + +

( )' 22 , 0 2y y x y+ = = ( )' sin cos , 0 1y y x x y+ = + =

( )2 9, 0 3
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y y
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− = − = ( )' , 0 ln 2
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 ង.  ច.  

៦. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ែ. រែចលម្លើយរូលៅ  ននសម្ើការ  ។ 

 ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  លដើម្បើឱ្យអន គម្ន៍  ជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ 

 គ. លផទៀងផ្លទ ត់ថ្ន  ជាចលម្លើយម្៊ួយនន  ។ រែចលម្លើយម្៊ួយនន  លោយដឹង 

     ថ្ន  ។ 

៧. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ែ. រែចលម្លើយរូលៅ  ននសម្ើការ  ។ 

ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  និង  លដើម្បើឱ្យ  ជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ 

 គ. លផទៀងផ្លទ ត់ថ្ន  ជាចលម្លើយរូលៅម្៊ួយនន  ។ រែចលម្លើយម្៊ួយនន   

     លោយដឹងថ្នទ្កាបននចលម្លើយ កាត់អ័ែសអប់ស ើសទ្តង់ចាំន ចកដលមនអប់ស ើស  

     ។ 

៨. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ែ. រែចលម្លើយរូលៅ  ននសម្ើការ  ។ 

ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  និង  លដើម្បើឱ្យ  ជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ 

 គ. រែចលម្លើយម្៊ួយនន  ។ 

៩. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ែ. រែចលម្លើយរូលៅ  ននសម្ើការ  ។ 

ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  លដើម្បើឱ្យ  ជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ 

 គ. បរហ ញថ្ន  ជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ រែចលម្លើយម្៊ួយនន  លោយ 

    ដឹងថ្នទ្កាបននចលម្លើយ កាត់ាម្អ័ែសអលោលនទ្តង់ចាំន ចកដលមនអរលោលន ។ 

( ) ( )2 4 1 2, 0 0
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x x y
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cy ' 2 0y y− =

a b
py ax b= + ( )E

c py y y= + ( )E ( )E

1x =
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py ax bx c= + + ( )E

( )E

( ) :E
' 43 2 3 xy y e+ =

cy '3 2 0y y+ =

k 4x

py ke= ( )E
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១០. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ែ. រែចលម្លើយរូលៅ  ននសម្ើការ  ។ 

ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  និង  លដើម្បើឱ្យ  ជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ 

 គ. បរហ ញថ្ន  ជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ រែចលម្លើយម្៊ួយនន   

     លោយដឹងថ្នទ្កាបននចលម្លើយ កាត់ាម្ចាំន ច ។ 

១១. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ែ. រែចលម្លើយរូលៅ  ននសម្ើការ  ។ 

ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  និង លដើម្បើឱ្យ ជាចលម្លើយពិលសសនន   

 គ. បរហ ញថ្ន  ជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ រែចលម្លើយម្៊ួយនន   

     លោយដឹងថ្នទ្កាបននចលម្លើយ កាត់បនាទ ត់  ទ្តង់ ។ 

១២. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ែ. រែចលម្លើយរូលៅ  ននសម្ើការ  ។ 

ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  និង  លដើម្បើឱ្យ  ជាចលម្លើយពិលសសនន  

     ។ 

គ. បរហ ញថ្ន  ជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ រែចលម្លើយម្៊ួយនន   

     លោយដឹងថ្នទ្កាបននចលម្លើយកាត់ាម្ចាំន ច ។ 

១៣. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ែ. រែចលម្លើយរូលៅ  ននសម្ើការ  ។ 

ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  និង  លដើម្បើឱ្យ  ជាចលម្លើយពិលសសនន  

     ។ 

គ. បរហ ញថ្ន  ជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ រែចលម្លើយម្៊ួយនន ។ 

( ) :E
' 3 2 xy y xe− = −

( )f x
' 3 0y y− =

a b ( ) ( ) xg x ax b e= + ( )E

( ) ( ) ( )h x f x g x= + ( )E ( )E

( )0, ln 2A

( ) :E ( )' 22 1 xy y x e− = −

( )f x
' 2 0y y− =

a b ( ) ( )2 2xg x ax bx e= + ( )E

( ) ( ) ( )h x f x g x= + ( )E ( )E

( ) : 2d y x= + 0x =

( ) :E ( )' 22 xy y x x e−+ = −

( )f x
' 2 0y y+ =

a b ( ) ( )2 2xg x ax bx c e= + +

( )E

( ) ( ) ( )h x f x g x= + ( )E ( )E

( )0, 1I −

( ) :E
' 3 cosy y x+ =

cy ' 3 0y y+ =

a b cos sinpy a x b x= +

( )E

c py y y= + ( )E ( )E
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១៤. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ែ. រែចលម្លើយរូលៅ  ននសម្ើការ  ។ 

ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  និង  លដើម្បើឱ្យ  ជាចលម្លើយពិលសសនន  

     ។ 

គ. បរហ ញថ្ន  ជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ រែចលម្លើយម្៊ួយនន ។ 

១៥. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ែ. រែចលម្លើយរូលៅ  ននសម្ើការ  ។ 

ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  និង  លដើម្បើឱ្យ  ជាចលម្លើយពិលសសនន  

     ។ 

គ. ែាំ ត់ចលម្លើយម្៊ួយនន  ។ 

១៦. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ែ. រែចលម្លើយរូលៅ  ននសម្ើការ  ។ 

ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  និង  លដើម្បើឱ្យ  ជាចលម្លើយពិលសស 

     នន  ។ 

គ. ែាំ ត់ចលម្លើយម្៊ួយនន  ។ 

១៧. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ែ. ែាំ ត់ព  ធា  មនដឺលទ្ែរើ2 កដលជាចលម្លើយពិលសសនន  ។ 

ខ្. ាង  ជាអន គម្ន៍កដល  ។ លបើ  ជាចលម្លើយននសម្ើការឌ្ើលផរ  ង 

     កសយល  លនាះបរហ ញថ្ន  ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ ។ 

គ. លោះទ្សាយសម្ើការ  រ៊ួចទាញរែអន គម្ន៍  កដលជាចលម្លើយនន  ។ 

( ) :E
' 3 cosy y x+ =

cy ' 3 0y y+ =

a b cos sinpy a x b x= +

( )E

c py y y= + ( )E ( )E

( ) :E ( )' 22 sin 2cos xy y x x e+ = +

cy ' 2 0y y+ =

a b ( ) 2cos sin x

py a x b x e= +

( )E

( )E

( ) :E
' cosxy y e x−+ =

cy ' 0y y+ =

a b ( )cos sinx

py xe a x b x−= +

( )E

( )E

( ) :E
' 22y y x+ =

g ( )E

h ( ) ( ) ( )h x f x g x= − h

' 2 0y y+ = f ( )E

' 2 0y y+ = f ( )E
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១៨. លគមនសម្ើការ ។ 

 ែ. រែសាំ  ាំ ចលម្លើយនន  ។ 

 ខ្. ែាំ ត់  កដលជាចលម្លើយនន  លោយដឹងថ្ន  ។ 

 គ. បរហ ញថ្ន  ជាចលម្លើយនន ។ 

១៩. អន គម្ន៍  ែាំ ត់ចាំល ះ   លោយ  ។ 

 ែ. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត  និង  លដើម្បើឱ្យ  ចាំល ះទ្គប់  ។ 

 ខ្. លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ចាំល ះ  លោយដឹងថ្ន 

      ។ 

២០. រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលខាងលទ្កាម្៖ 

 ែ.  លោយដឹងថ្នទ្កាបចលម្លើយកាត់ាម្ចាំន ច  ។ 

 ខ្.  លោយដឹងថ្នទ្កាបចលម្លើយកាត់ាម្ចាំន ច  ។ 

២១. លគមនសម្ើការ   ។ 

 ែ. លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ខ្. រែចលម្លើយម្៊ួយននសម្ើការ  លោយដឹងថ្នទ្កាបននចលម្លើយកាត់ាម្គល់អរលោលន  

      ននតទ្មុ្យ ។ 

២២. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយល  ។ 

 ែ. លផទៀងផ្លទ ត់ថ្នអន គម្ន៍  កដល  ជាចលម្លើយនន ។ 

 ខ្. បរហ ញថ្នអន គម្ន៍  ជាចលម្លើយនន  ល ះទ្ាកត  ជាចលម្លើយននសម្ើការ 

     ។ 

( ) :E
' ln3. 0y y− =

( )E

f ( )E ( )1 2f =

( ) 13xg x −= ( )E

g 1x  − ( )
( )

2

4 1

1

x
g x

x

−
=

+

a b ( )
( )

2
1 1

a b
g x

x x
= +

+ +
1x  −

( )
2 '1 4 1x y x+ = − 1x  −

( )0 2012y =

' 0y y+ = ( )1,M e

3
'

4

4

1

x
y

x
=

+
( )0,1N

( ) ( ) ': 2013x xE e y e+ =

( ) ( ) ': 2013x xE e y e+ =

( )E

O

( ) ' 2
: 2

1 2

x

x

e
E y y

e

−

+ =
+

f ( ) ( )2 ln 1 2x xf x e e−= + ( )E

 ( )E f −

( )' ': 2 0E y y+ =
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លម្លរៀនរើ  សម្ើការឌ្ើលផរ  ងកសយលលាំោប់២ 

II. សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់ពើរ និងការអន វតត 

១. និយម្ន័យ ទ្រឹសដើបរ លែខ ៈ 

១.១ សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលើលនកអ៊ារលាំោប់២ មនលម្គ  លថរ 

១.១.១ សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលើលនកអ៊ារលាំោប់២ មនលម្គ  លថរអូម្ ូកសន 

និយម្ន័យ៖ សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលើលនកអ៊ារលាំោប់២ និងមនលម្គ  លថរអូម្ ូកសនគឹទ្គប់សម្ើការ
កដលមនរទ្ម្ង់ '' ' 0; , ,ay by cy a b c+ + =   កដល 0a   ។ 

ឧទា រ ៍៖ សម្ើការអចមនរទ្ម្ង់ជា 
2 '' 3 ' 0

2 '' 0

2 '' 3 ' 0

y y y

y y

y y

+ + =


+ =
 + =

  

ទ្រឹសដើបររើ១៖ លបើ 0y ជាឬសម្៊ួយននសម្ើការ '' ' 0; , ,ay by cy a b c+ + =   កដល 0a  លនាះលគបាន
k  កដល 0ky  ជាឬសននសម្ើការ '' ' 0; , ,ay by cy a b c+ + =  ។ 

សទ្មយបញ្ា ែ់ 

លបើ 0y ជាឬសម្៊ួយននសម្ើការ '' ' 0; , ,ay by cy a b c+ + =   

លនាះ 0 0 0'' ' 0ay by cy+ + =   



  

 

 396  

 

លបើ 0ky  ជាឬសននសម្ើការ '' ' 0; , ,ay by cy a b c+ + =   

ាង 0y ky=  លនាះ 0 0' ', '' ''y ky y ky= =   

លគបាន  

0 0 0'' '' 0aky bky cky+ + =   
( )0 0 0'' '' 0k ay by cy+ + =   

0 0 0'' ' 0ay by cy+ + =  (ពិត( 

ដូចលនះ លបើ 0y ជាឬសម្៊ួយននសម្ើការ '' ' 0; , ,ay by cy a b c+ + =   កដល 0a  លនាះលគបាន
k  កដល 0ky  ជាឬសននសម្ើការ '' ' 0; , ,ay by cy a b c+ + =   

ទ្រឹសដើបររើ២៖ លបើ 1 2,y y  ជាជាឬសម្៊ួយននសម្ើការ '' ' 0; , ,ay by cy a b c+ + =   កដល 0a  លនាះ
លគបាន 1 2y y+  ជាឬសននសម្ើការ '' ' 0; , ,ay by cy a b c+ + =  ។ 

សទ្មយបញ្ា ែ់ 

លបើ 1y  ជាឬសននសម្ើការ '' ' 0ay by cy+ + =   

លនាះលគបាន 1 1 1'' ' 0ay by cy+ + =  ( )1   

លបើ 2y  ជាឬសននសម្ើការ '' ' 0ay by cy+ + =  

លនាះលគបាន 2 2 2'' ' 0ay by cy+ + =  ( )2   

យែ ( ) ( )1 2+  លគបាន 

1 1 1 2 2 2'' ' '' ' 0ay by cy ay by cy+ + + + + =   
1 2 1 2 1 2'' '' ' ' 0ay ay by by cy cy+ + + + + =   
( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2'' '' ' ' 0a y y b y y c y y+ + + + + =   
( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2'' ' 0a y y b y y c y y+ + + + + =  (ពិត( 
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ដូចលនះ លបើ 1 2,y y  ជាជាឬសម្៊ួយននសម្ើការ '' ' 0; , ,ay by cy a b c+ + =   កដល 0a  លនាះលគបាន
1 2y y+  ជាឬសននសម្ើការ '' ' 0; , ,ay by cy a b c+ + =  ។ 

រលបៀបលោះទ្សាយ៖ 

 លដើម្បើលោះទ្សាយសម្ើការ '' ' 0ay by cy+ + = លគទ្តូវបលងកើតសម្ើការសមា ល់កដលមនរាង
2 0a b c + + =  រ៊ួចលោះទ្សាយសម្ើការ ។ 

សមា ល់៖ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ '' ' 0ay by cy+ + = អទ្ស័យលៅនឹងឬសរបស់សម្ើការ
2 0a b c + + = ។ 

សម្ើការសមា ល់ 2 0a b c + + =  អន គម្ន៍ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ
'' ' 0ay by cy+ + =  

2 4 0b ac = −   មនឬសពើរ
1 2,   ជាចាំន៊ួនពិត 

1 2 ; ,x xy Ae Be A B = +    

2 4 0b ac = − =  មនឬសឌ្ ប
1 2 0  = =   

( ) 0 ; ,
x

y Ax B e A B


= +    

2 4 0b ac = −   មនឬសពើរជា
ចាំន៊ួនែ ាំផលិចឆ្ល ស់

1 2,i i     = + = −   
( )cos sin ; , , ,xy e A x B x A B    = +    

ចាំណាាំ៖ ចាំន៊ួនលថរ A  និង B  អចរែលឃើញាម្បទ្មប់ទ្បធានលផសងលរៀតននទ្បធានលាំហាត់ ។ 

កខ្សលកាងាងអន គម្ន៍ ( )y f x=  ប ះបនាទ ត់ y ax b= +  ទ្តង់ចាំ  ច ( )0 0,A x y កាលណា
( )

( )

0 0

0'

f x y

f x a

=


=

  

ឧទា រ ៍៖ លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលខាងលទ្កាម្ 

ែ. 2 '' 3 ' 0y y y− + =       ខ្. '' ' 9 0y y y− + =       គ. 2 '' ' 0y y y+ + =   

ចលម្លើយ 
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ែ. 2 '' 3 ' 0y y y− + =        

លគមន: សម្ើការសមា ល់ននសម្ើការ 2 '' 3 ' 0y y y− + = គឺ 
22 3 1 0 − + =  មនឬស 1 2

1
1,

2
 = =   

ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ 2 '' 3 ' 0y y y− + = គឺ
1

2 ; ,
x

xy Ae Be A B= +  ជាចាំន៊ួនលថរ។ 

ខ្. '' 6 ' 9 0y y y− + =  

លគមន: សមើ ែរសមា ល់ននសម្ើការ '' 6 ' 9 0y y y− + = គឺ 
2 6 9 0 − + =  មនឬសឌ្ បគឺ

1 2 3 = =   

ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ '' 6 ' 9 0y y y− + = គឺ ( ) 3 ; ,xy Ax B e A B= +  ជាចាំន៊ួនលថរ ។ 

គ. 2 '' ' 0y y y+ + =   

លគមន : សម្ើការសមា ល់ននសម្ើការ 2 '' ' 0y y y+ + = គឺ 
22 1 0 + + =  មនឬស 1 2

1 7 1 7
;

4 4 4 4
i i = − − = − +   

ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ 2 '' ' 0y y y+ + = គឺ
1

4
7 7

cos sin ; ,
4 4

x

y A x B x e A B
− 

= +  
 

ជា

ចាំន៊ួនលថរ ។ 

 ១.១.២ សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលើលនកអ៊ារលាំោប់២ មនលម្គ  លថរមិ្នអូម្ ូកសន 

• និយម្ន័យ៖ សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលើលនកអ៊ារលាំោប់២ មនលម្គ  លថរមិ្នអូម្ ូកសនគឺ
ទ្គប់សម្ើការកដលមនរទ្ម្ង់ '' ' ( )ay by cy p x+ + =  ( )E  កដល ( ) 0P x   ។ 

• រលបៀបលោះទ្សាយ៖ លដើម្បើលោះទ្សាយសម្ើការលនះលគទ្តូវ : 
➢ រែអន គម្ន៍ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ " ' 0ay by cy+ + =  ាងលោយអន គម្ន៍

cy   
➢ រែអន គម្ន៍ចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ '' ' ( )ay by cy p x+ + =  

ាងលោយអន គម្ន៍ py  ។ លគាង py  លៅាម្រាងនន ( )P x  ។ 
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➢ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ ( )E  គឺជាអន គម្ន៍ y  កដល c py y y= +   
• រលបៀបម្៊ួយចាំន៊ួនលដើម្បើរែចលម្លើយពិលសស py   

( )P x  ឬសសម្ើការ
សមា ល់ 

py   

 
xke   

    xAe   

 =   xAxe   

( ); 0 =  =   2 xAx e   

cosk x   
ឬ sink x   

i    cos sinA x B x +   

i =   ( )cos sinx A x x +   

 
n xkx e   

   ( )1

1 1 0...x n n

n ne A x A x A x A −

−+ + + +   

 =  ( )1

1 1 0...x n n

n nxe A x A x A x A −

−+ + + +  

( ); 0 =  =  ( )2 1

1 1 0...x n n

n nx e A x A x A x A −

−+ + + +  

cosxke x    
ឬ sinxke x    

i      ( )cos sinxe A x x  +  

i  =   ( )cos sinxxe A x x  +  

ចាំណាាំ៖ លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល '' ' ( )ay by cy f x+ + =  (1)  និង " ' 0ay by cy+ + =  (2)  ។ 

១. លបើ 1f  ជាចលម្លើយនន (1) ល ើយ 2f  ជាចលម្លើយនន (2) លនាះ
1 2f f+  ជាចលម្លើយនន (1)  ។ 

២. លបើ 1f  និង 2f ជាចលម្លើយនន (1) លនាះ 1 2f f−  ជាចលម្លើយនន (2)  ។ 

ឧទា រ ៍៖ លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលខាងលទ្កាម្ :  

ែ. 3'' 3 ' 5 4 2y y y x x− + = −   ខ្. '' 2 ' 5 10cosy y y x− + =     
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គ. '' 2 ' 4 xy y y e− + =   ឃ. 2'' 2 ' 5 xy y y x e− − =   

ដាំលណាះទ្សាយ 

ែ. 3'' 3 ' 5 4 2y y y x x− + = −  ( )E   

រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការអូម្ ូកសន '' 3 ' 5 0y y y− + =  ( )1   

លគមន : សម្ើការសមា ល់ននសម្ើការ '' 3 ' 5 0y y y− + = គឺ 2 3 5 0 − + =   

មនឬស 1 2

3 11 3 11 3 11
; ;

2 2 2 2 2 2
i i   = − = +  = =

  

លគបាន : ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ ( )1 គឺ
3

2
11 11

cos sin ; ,
2 2

x

cy A x B x e A B
 

= +  
 

 ជាចាំន៊ួនលថរ 

។ 

រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ ( )E  

ាង : 3 2

py ax bx cx d= + + +  ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ ( )E  

នា ាំឲ្យ : 
2' 3 2 ; '' 6 2p py ax bx c y ax b= + + = +   

លគបាន : 3'' 3 ' 5 4 2y y y x x− + = −  

 ( ) ( ) ( )2 3 2 36 2 3 3 2 5 4 2ax b ax bx c ax bx cx d x x+ − + + + + + + = −   

 ( ) ( ) ( )3 2 35 9 5 6 6 5 2 3 5 4 2ax a b x a b c x b c d x x+ − + + − + + − + = −   
ផទឹម្លម្គ  ននសម្ើការ លគបាន : 

4

5
5 4 36

9 5 0 25

6 6 5 2 46

1252 3 5 0

222

625

a

a
b

a b

a b c
c

b c d

d


=

=
 =

− + = 
 

− + = −  =
 − + =


 = −
   
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លគបាន : ចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ ( )E គឺ 3 24 36 46 222

5 25 125 625
py x x x= + + −   

ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ ( )E គឺ
3

3 22
11 11 4 36 46 222

cos sin ; ,
2 2 5 25 125 625

x

c py y y A x B x e x x x A B
 

= + = + + + + −  
 

 ជាចាំន៊ួនលថរ ។ 

ខ្. '' 2 ' 5 10cosy y y x− + =  ( )E   

រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការអូម្ ូកសន '' 2 ' 5 0y y y− + =  (1)   

លគមន : សម្ើការសមា ល់ននសម្ើការ '' 2 ' 5 0y y y− + = គឺ 
2 2 5 0 − + =  មនឬស

1 21 2 , 1 2 1, 2i i   = − = +  = =   

លគបាន : ចលម្លើយននសម្ើការ (1) គឺ ( )cos 2 sin 2 ; ,x

cy A x B x e A B= +  ជាចាំន៊ួនលថរ ។ 

រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ ( )E   

ាង cos sinpy a x b x= +  ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ ( )E  

នា ាំឲ្យ : ' sin cos , '' cos sinp py a x b x y a x b x= − + = − −   

លគបាន : '' 2 ' 5 10cosy y y x− + =  

 ( ) ( ) ( )cos sin 2 sin cos 5 cos sin 10cosa x b x a x b x a x b x x− + − − + + + =   

 ( ) ( )4 2 cos 2 4 sin 10cos 0sina b x a b x x x− + + = +   
ផទឹម្លម្គ  ននសម្ើការ 

4 2 10 2

2 4 0 1

a b a

a b b

− = = 
 

+ = = −    
លគបាន ចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ ( )E គឺ 2cos sinpy x x= −   

ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ ( )E គឺ 
( )cos 2 sin 2 2cos sin ; ,x

c py y y A x B x e x x A B= + = + + −  ជាចាំន៊ួនលថរ ។ 

គ. '' 2 ' 4 xy y y e− + = ( )E   
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រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការអូម្ ូកសន '' 2 ' 4 0y y y− + =  (1)   

លគមន : សម្ើការសមា ល់ននសម្ើការ '' 2 ' 4 0y y y− + = គឺ 
2 2 4 0 − + =  មនឬស 1 21 3; 1 3 1, 3i i   = − = +  = =   

លគមន : ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ (1)  គឺ ( )cos 3 sin 3 ; ,x

cy A x B x e A B= +  ជាចាំន៊ួនលថរ ។ 

រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ ( )E   

ាង x

py ae=  ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ ( )E  

នា ាំឲ្យ : ' , ''x x

p py ae y ae= =   

លគបាន : '' 2 ' 4 xy y y e− + =  

 ( ) ( ) ( )2 4x x x xae ae ae e− + =   

    3 x xae e=   
ផទឹម្លម្គ  ននសម្ើការទា ាំងពើរលគទាញបាន 

1
3 1

3
a a=  =

  
លគបាន : ចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ ( )E គឺ 1

3

x

py e=   

ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ ( )E គឺ ( ) 1
cos 3 sin 3 ; ,

3

x x

p cy y y A x B x e e A B= + = + +  ជា
ចាំន៊ួនលថរ ។ 

ឃ. 2'' 2 ' 5 xy y y x e− − = ( )E   

រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការអូម្ ូកសន '' 2 ' 5 0y y y− − =  (1)   

លគមន : សម្ើការសមា ល់ននសម្ើការ '' 2 ' 5 0y y y− − = គឺ 
2 2 5 0 − − =  មនឬស 1 21 6, 1 6 = + = −   

លគបាន : ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ (1) គឺ ( ) ( )1 6 1 6
; ,

x x

cy Ae Be A B
+ −

= +  ជាចាំន៊ួនលថរ ។ 



  

 

 403  

 

រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ ( )E  

ាង : ( )2 x

py ax bx c e= + +  ជាចលម្លើយននពិលសសននសម្ើការ ( )E  

នា ាំឲ្យ : ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2' 2 2x x x

py ax b e ax bx c e ax a b x b c e= + + + + = + + + +   

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2'' 2 2 2 4 2 2x x x

py ax a b e ax a b x b c e ax a b x a b c e= + + + + + + + = + + + + +   
លគបាន : 2'' 2 ' 5 xy y y x e− − =  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 24 2 2 2 2 5x x x xax a b x a b c e ax a b x b c e ax bx c e x e+ + + + + − + + + + − + + =   
( )2 26 6 2 6 x xax bx a c e x e− − + − =   

ផទឹម្លម្គ  ននសម្ើការ លគបាន :  
1

6 1 6

6 0 0

2 6 0 1

18

a
a

b b

a c
c


= −− =


− =  = 
 − =  = −

   
លគបាន : ចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ ( )E គឺ 21 1 1 1

6 18 6 18

x x

py x e e
   

= − − = − +   
   

  

ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ ( )E គឺ ( ) ( )1 6 1 6 21 1
; ,

6 18

x x x

c py y y Ae Be x e A B
+ −  

= + = + − + 
 

 

ជាចាំន៊ួនលថរ ។ 

២. ការវភិាគ និងបែទ្សាយ 

២.១ បែទ្សាយលលើរូបម្នតសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលើលនកអ៊ារលាំោប់២ មនលម្គ  លថរអូម្ ូកសន 

លយើងមន សម្ើការ '' ' 0; 0ay by cy a+ + =   (1)   

ាង xy e=  ជាចលម្លើយននសម្ើការ (1)  

លគបាន ' xy e=   



  

 

 404  

 

 2'' xy e=   
ាម្ (1) 2 0x x xa e b e ce    + + =   

 ( )2 0xe a b c  + + =   

លគបាន 
2

0

0

xe x

a b c



 

   


+ + =   

2 0
b c

a
a a

 
 

+ + = 
    

2 2
2 0

4 4

b b b c

a a a a
 + + − + =

  
2 2

2

4
0

2 4

b b ac

a a


− 
+ − = 

    
2

2

4

2 4

b b ac

a a


−
+ = 

  
ែរ ើ 2 4 0b ac = −    

2 2

b

a a



 = − 

  

1

2

2

2

b

a

b

a





 − − 
=




− + 
=

  
ដូចលនះ 1 2 ; ,x xy Ae Be A B = +   ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ '' ' 0; 0ay by cy a+ + =   

ាង xy xe=   

លនាះ 2 2' ; '' 2x x x x x x xy e xe y e e xe e e           = + = + + = +  

លគបាន : 

( ) ( )22 0x x x x xa e e b e xe cxe      + + + + =   
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( )22 0xe a a x b b x cx   + + + + =   
( )22 0xe a b a b c x    + + + + =

    
ាម្សទ្មយខាងលលើ 2 0a b c + + =   

( )2 0xe a b  + =   
0

2 0

xe

a b





 


+ =   

ែរ ើ  ( )0 =  

2

b

a
 = −

  
ដូចលនះ ( ) ; ,xy A Bx e A B= +   ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ '' ' 0; 0ay by cy a+ + =   

ែរ ើ 2 4 0b ac = −    

 2 2 2 2

b b
i

a a a a


− 
 = −  = − 

 

ាង 
;

2 2

b

a a
 


= − =

  

i   =    
1

2

i

i

  

  

= −


= +   
ាម្ 1 2x xy Ae Be = +  

( ) ( )i x i x
y Ae Be

   − +
= +   

x i x x i xAe e Be e   −=  +    
លោយ cos sinie i  = +   

លនាះ ( ) ( )( ) ( )cos sin cos sinxy e A x i x B x i x     = − + − + +   
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 cos sin cos sinxe A x Ai x B x Bi x    = − + +   
( ) ( )cos sinxe A B x Ai Bi x  = + + − +    

ាង ;C A B D Ai Bi= + = − +   

លគបាន :  

( )cos sin xy C x D x e = +   
ដូចលនះ ( )cos sin xy C x D x e = + ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ '' ' 0; 0ay by cy a+ + =   

២.២ បែទ្សាយលលើរូបម្នតសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលើលនកអ៊ារលាំោប់២ មនលម្គ  លថរមិ្នអូម្ ូកសន 

លគមនសម្ើការ '' ' ( )ay by cy p x+ + =  មនចលម្លើយរូលៅ
c py y y= +  កដល

cy  ជាចលម្លើយរូលៅនន
សម្ើការ '' ' 0; 0ay by cy a+ + =  ល ើយ py  ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ '' ' ( )ay by cy p x+ + = ។ 

លបើ py  ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ '' ' ( )ay by cy p x+ + =  និង
cy  ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ

'' ' 0; 0ay by cy a+ + =  លនាះ
c py y y= +  ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ '' ' ( )ay by cy p x+ + =  

លគបាន  

( )'' 'p p pay by cy P x+ + =  (1)   
'' ' 0c c cay by cy+ + =  ( )2   

យែ ( ) ( )1 2+  លគបាន : 

( )'' ' '' 'p p p c c cay by cy ay by cy P x+ + + + + =  
( ) ( ) ( ) ( )'' '' ' 'p c p c p ca y y b y y c y y P x+ + + + + =   
( ) ( ) ( ) ( )

'' '

p c p c p ca y y b y y c y y P x+ + + + + =  
'' ' ( )ay by cy p x+ + =  

ដូចលនះ 
c py y y= +  ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ '' ' ( )ay by cy p x+ + =  

៣. រូលៅែម្ម និងការបែទ្សាយថមើ 
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៣.១ សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់២ លម្គ  លថរអូម្ ូកសនកដលមនត៊ួ b លសមើសូនយ 

ជារូលៅ៖ លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់២ លម្គ  លថរអូម្ ូកសន 

'' ' ; 0ay by cy o a+ + =   (1)   
លបើ 0b =  លនាះ '' 0ay cy+ =   

មនសម្ើការសមា ល់ 2 0a c + =   
2 4 4b ac ac = − = −   

លបើ 0; 0a c   លនាះ 0    

លនាះ 1 20 0 ; 0 0
2 2

i i i i
a a

   
 

= − = − = + = +
 

លគបាន ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ (1)  គឺ ( )cos sin ; ,y A x B x A B = +    

លបើ 0; 0a c   លនាះ 0    

លនាះ 1 20 ; 0
2 2a a

 
 

= − = +
  

លគបាន ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ (1)  គឺ 1 2 ; ,x xy Ae Be A B = +    

លបើ 0; 0a c   លនាះ 0    

លនាះ 1 20 0 ; 0 0
2 2

i i i i
a a

   
 

= − = − = + = +
 

លគបាន ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ (1)  គឺ ( )cos sin ; ,y A x B x A B = +    

លបើ 0; 0a c   លនាះ 0    

លនាះ 1 20 ; 0
2 2a a

 
 

= − = +
 

លគបាន ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ (1)  គឺ 1 2 ; ,x xy Ae Be A B = +   



  

 

 408  

 

 

ឧទា រ ៍៖ លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលខាងលទ្កាម្ 

ែ. '' 0y y+ =    ខ្. '' 4 0y y− =  គ. 4 '' 0y y− − =  ឃ. 9 '' 1 0y− + =   

ចលម្លើយ 

លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល 

ែ. '' 0y y+ =     

មនសម្ើការសមា ល់ 2 1 0 + =   
2 4 4 4 0b ac ac = − = − = −   

លនាះ 1 2

4 4
0 0 ; 0 0

2 2
i i 

− −
= − = − = + = +   

ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការគឺ ( )cos sin ; ,y A x B x A B= +   

ខ្. '' 4 0y y− =  

សម្ើការសមា ល់ 2 4 0 − =   

( )( )0 4 1 4 16 0 = − − =    

លនាះ 1 2

16 16
0 2; 0 2

2 2
 = − = − = + =   

ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការគឺ 2 2 ; ,x xy Ae Be A B−= +    

គ. 4 '' 0y y− − =  

សម្ើការសមា ល់ 24 1 0− − =   

( )( )0 4 4 1 16 0 = − − − = −    

លនាះ 1 2

16 1 16 1
0 0 ; 0 0

8 2 8 2
i i 

− −
= − = + = + = −

− −
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ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការគឺ 1 1
cos sin ; ,

2 2
y A x B x A B

 
= +  
 

 

ឃ. 9 '' 1 0y− + =  

សម្ើការសមា ល់ 29 1 0− + =   

( )( )0 4 9 1 36 0 = − − =    

លនាះ 1 2

36 1 1 36 1
0 0 ; 0

18 3 3 18 3
 = − = + = = + = −

− −
  

ដូចលនះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការគឺ
1 1

3 3 ; ,
x x

y Ae Be A B= +   

៣.២ សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់២ លម្គ  លថរអូម្ ូកសនកដលមនត៊ួ c លសមើសូនយ 

ជារូលៅ៖ លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់២ លម្គ  លថរអូម្ ូកសន 

'' ' ; 0ay by cy o a+ + =   (1)  
លបើ 0c =  លនាះ '' ' 0ay by+ =   

មនសម្ើការសមា ល់ 2 0a b + =   
2 24 0b ac b = − =    

2 2

1 2

2
; 0

2 2 2 2 2

b b b b b b b b

a a a a a a
 

− −  − − − − +  − +
= = = = − = = =   

លគបាន ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ (1)  គឺ 1 2 ; ,x xy Ae Be A B = +   

ឧទា រ ៍៖ លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលខាងលទ្កាម្ 

ែ. 5 '' 4 ' 0y y+ =   

មនសម្ើការសមា ល់ 25 4 0 + =   
2 24 4 0 16b ac = − = − =   

លនាះ 1 2

4
; 0

5

b

a
 = − = − =  
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ដូចលនះ  ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការគឺ
4

5 ; ,
x

y Ae B A B
−

= +   

៣.៣ វធិ្ើលផសងៗែន ងការរែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់២ លម្គ  លថរមិ្នអូម្ ូ
កសន 

លគមន សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់២ លម្គ  លថរមិ្នអូម្ ូកសន 

( )'' 'ay by cy P x+ + =   

• ដាំបូងលគទ្តូវរែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ '' ' 0ay by cy+ + = កដលមនចលម្លើយរូលៅ
( ) ( ) ( )1 1 2 2cy x c y x c y x= +  

• ាង ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2py x u x y x u x y x= +  ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ 
( )'' 'ay by cy P x+ + =  

• លនាះ ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2' ' ' ' 'py u y u y u y u y= + + +  លែខខ្ ា
1 1 2 2' ' 0u y u y+ =  និង   

1 1 2 2 1 1 2 2'' ' ' ' ' '' ''py u y u y u y u y= + + +   
• យែ 'py  និង ''py  ជាំន៊ួសែន ងសម្ើការ ( )'' 'ay by cy P x+ + =  

លគបាន  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2' ' ' ' '' '' ' 'a u y u y u y u y b u y u y c u y u y P x+ + + + + + + =  
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2'' ' '' ' ' ' ' 'u ay by cy u ay by cy a u y u y P x+ + + + + + + =    

ឧបមថ្ន 
1y  និង

2y  ជាចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ '' ' 0ay by cy+ + = លនាះ 

1 1 1

2 2 2

'' ' 0

'' ' 0

ay by cy

ay by cy

+ + =


+ + =
  

លគបាន ( ) ( )1 1 2 2' ' ' 'a u y u y P x+ =   

យែសម្ើការ
1 1 2 2' ' 0u y u y+ = និងសម្ើការ ( ) ( )1 1 2 2' ' ' 'a u y u y P x+ = ចងជាទ្បព័នធសម្ើការលដើម្បើ

លោះទ្សាយរែតនម្ល
1u  និង

2u  លគបាន : 

( ) ( )
1 1 2 2

1 1 2 2

' ' 0

' ' ' '

u y u y

a u y u y P x

+ =


+ =
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លទ្កាយពើរែលឃើញតនម្ល
1u  និង

2u  យែលៅជាំន៊ួសែន ង ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2py x u x y x u x y x= +  

ដូចលនះ 
c py y y= +  ជាចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ ( )'' 'ay by cy P x+ + =  

ឧទា រ ៍ ៖ លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល '' 2 ' 3 cos 2y y y x− − =   

ចលម្លើយ 

លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល '' 2 ' 3 cos 2y y y x− − =  

រែចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ '' 2 ' 3 0y y y− − =   

សម្ើការសមា ល់ 2 2 3 0 − − =   

( ) ( )( )
22 4 2 4 1 3 4 12 16b ac = − = − − − = + =   

( ) ( )
1 2

2 16 2 162 4 2 4
1; 3

2 2 2 2 2 2

b b

a a
 

− − − − − +− −  − − +  +
= = = = − = = = =   

លនាះ ចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ '' 2 ' 3 0y y y− − = គឺ 3

1 2 1 2; ,x x

cy c e c e c c−= +    

រែចលម្លើយពិលសសននសម្ើការ '' 2 ' 3 cos 2y y y x− − =  

ាង ( ) ( ) 3

1 2

x x

py u x e u x e−= +  

( ) ( ) ( ) ( )3 3

1 1 2 2' ' ' 3x x x x

py u x e e u x u x e e u x− −= − + +  
លែខខ្ ា ( ) ( ) 3

1 2' ' 0x xu x e u x e− + =  ( )1   

( ) ( )3

2 1' 3 x x

py e u x e u x−= −   

( ) ( ) ( ) ( )3

2 2 1 1'' 9 3 ' 'x x x x

py e u x e u x u x e u x e− −= + + −   

លគបាន  

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3

2 2 1 1 2 1 1 29 3 ' ' 2 3 3 cos 2x x x x x x x xe u x e u x u x e u x e e u x e u x u x e u x e x− − − −   + + − − − − + =     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3

2 2 1 1 2 1 1 29 3 ' ' 6 2 3 3 cos 2x x x x x x x xe u x e u x u x e u x e e u x e u x u x e u x e x− − − −+ + − − + − − =  
( ) ( )3

2 13 ' ' cos 2x xe u x u x e x−− =   ( )2   
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ាម្ ( )1 និង ( )2 លគបាន  

( ) ( )

( ) ( )

3

1 2

3

2 1

' ' 0

3 ' ' cos 2

x x

x x

u x e u x e

e u x u x e x

−

−

 + =


− =

  

( ) 3

24 ' cos 2xu x e x=   

( ) 3

2

1
' cos 2

4

xu x e x−=   

ាម្ ( )1 លនាះ ( ) 3 3

1

1
' cos 2 0

4

x x xu x e e e x− −+ =   

( )1

1
' cos 2

4

xu x e x = −   

រែ ( )1u x   

( )1

1
cos 2

4

xu x e xdx= −    

ាង x xu e du e dx=  =  
1

cos 2 sin 2
2

v xdx x= =   

លគបាន  
1 1

cos 2 sin 2 sin 2
2 2

x x xe xdx e x e xdx= −    

ចាំល ះ sin 2xe xdx   

ាង x xu e du e dx=  =   
1

sin 2 cos 2
2

v xdx x= = −   

លនាះ 1 1
sin 2 cos 2 cos 2

2 2

x x xe xdx e x e xdx= − +   

1 1 1
cos 2 sin 2 cos 2 cos 2

2 4 4

x x x xe xdx e x e x e xdx = + −    
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5 2 1
cos 2 sin 2 cos 2

4 4 4

x x xe xdx e x e x= +   

5 cos 2 2 sin 2 cos 2x x xe xdx e x e x= +   

( )
1

cos 2 2sin 2 cos 2
5

x xe xdx e x x = +   

លគបាន ( ) ( )1

1
2sin 2 cos 2

20

xu x e x x= − +   

រែ ( )2u x   

( ) 3

2

1
cos 2

4

xu x e xdx−=    

ាង 3 33x xu e du e dx− −=  = −   
1

cos 2 sin 2
2

v xdx x= =   

លនាះ 3 3 31 3
cos 2 sin 2 sin 2

2 2

x x xe xdx e x e xdx− − −= +    

ចាំល ះ 3 sin 2xe xdx−

   

ាង 3 33x xu e du e dx− −=  = −   
1

sin 2 cos 2
2

v xdx x= = −   

លនាះ 3 3 31 3
sin 2 cos 2 cos 2

2 2

x x xe xdx e x e xdx− − −= − −    

លគបាន 3 3 3 31 3 9
cos 2 sin 2 cos 2 cos 2

2 4 4

x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − −    

3 3 313 2 3
cos 2 sin 2 cos 2

4 4 4

x x xe xdx e x e x− − −= −   

( )3 31
cos 2 sin 2 cos 2

13

x xe xdx e x x− −= −   

លគបាន ( ) ( )3

2

1
sin 2 cos 2

52

xu x e x x−= −   
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លនាះ ( ) ( )31 1
2sin 2 cos 2 sin 2 cos 2

20 52

x x x

py e x x e e x x− −= − +  + −   

( ) ( )
1 1

2sin 2 cos 2 sin 2 cos 2
20 52

py x x x x= − + + −   

លគបាន  

( ) ( )3

1 2

1 1
2sin 2 cos 2 sin 2 cos 2

20 52

x x

c py y y c e c e x x x x−= + = + − + + −   

ដូចលនះចលម្លើយរូលៅននសម្ើការ '' 2 ' 3 cos 2y y y x− − = គឺ

( ) ( )3

1 2

1 1
2sin 2 cos 2 sin 2 cos 2

20 52

x xy c e c e x x x x−= + − + + −  

II. ការអន វតត និងការសននិោា ន 

១. ការអន វតតននសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់ពើរ 

១.១ ការអន វតតែន ងរូបវរិា 

ែ. រ ាំញ័រននរ ស័ឺរ 

 លៅលពលលយើងថពែ់វតេ ម្៊ួយនឹងរ ស័ឺរម្៊ួយអចជារ ស័ឺរដងលដែ ឬរ ស័ឺរដងឈរលយើងសលងកត
លឃើញថ្ន រម្ាន់របស់វតេ លនាះទាញរ ស័ឺរឲ្យយតឺល ើយចលនានឹងលែើតល ើងលធ្ៀបនឹងរើា ាំងននវតេ លៅលលើរ ស័ឺ
រកដលយតឺលនាះ ។  

 ចាប់ Hooke បានល លថ្ន ទ្បសិនលបើរ ស័ឺរលូតបានទ្បកវង x  ពើទ្បកវងលដើម្លនាះវាមន
ែមល ាំងម្៊ួយកដលសមមទ្តលៅទ្បកវងសាច់លូត x  ។ 

លគបាន F kx= −  កដល k  ជាលថរែទ្មញននរ ស័ឺរ ( )0k    

ាម្ចាប់រើ២ ញ ូ ត ន 

F ma=   

កត 
2d x

a
dt

=   
2d x

F m
dt

 =   



  

 

 415  

 

កត F kx= −  

លគបាន 
2d x

m kx
dt

= −   
2

0
d x

m kx
dt

+ =  មនសម្ើការសមា ល់ 2 0mr k+ =   

មនឬស r i=   កដល k

m
 =  (ព សាសយ ង( 

លនាះចលម្លើយរូលៅគឺ ( ) 1 2cos sinx t c t c t = +   

( ) 2 2 1 2
1 2

2 2 2 2

1 2 1 2

cos sin
c c

x t c c t t
c c c c

 
 
 = + +
 + + 

  

ាង 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2

cos ;sin
c c

c c c c
 = =

+ +
  

2 2

1 2A c c= +   

លគបាន ( ) ( )cos cos sin sinx t A t t   = +   

( ) ( )cosx t A t = −   

ដូចលនះ ( ) ( )cosx t A t = −  

ខ្. លសៀគវើ RLC  

 លៅែន ងលសៀគវើ RLC វាមនែមល ាំងអគាិសនើចលែរ E  លរស ើសដង់ម្៊ួយ R  អ ាំងឌ្ ចតង់ម្៊ួយ L  
និងកាបា ស ើលត C  ម្៊ួយតជាលសរ ើ ។ លៅខ្ ៈ 0t =  បនទ ែននកាបា ស ើលត ( )Q Q t=  លនាះអ ាំងតង់ស ើលតចរនត
លសមើនឹងបកទ្ម្បទ្មួ្លបនទ ែ Q  លធ្ៀបនឹងរយៈលពល t កដល dQ

I
dt

=  ។ តង់សយ ងលគលននលរស ើសដង់ កាបា ស ើលត 
និងអ ាំងឌ្ ចតង់គឺ  

; ;
dI Q

V RI V L V
dt C

= = =  ផលបូែននតង់សយ ងទា ាំងលនះលសមើនឹងតង់សយ ងលគលននលសៀគវើ ។ 

លគបាន  
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( )
dI Q

L RI E t
dt C

+ + =
 

កត   
' 2

2

dQ dI dQ d Q
I

dt dt dt dt

 
=  = = 

 
 

លនាះ ( )
2

2

1d Q dQ
L R Q E t

dt dt C
+ + =   

ដូចលនះ សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់២ ននលសៀគវើ RLC គឺ ( )
2

2

1d Q dQ
L R Q E t

dt dt C
+ + =  

១.២ ការអន វតតែន ងលសដាែិចច 

ែ. លគលការ ៍សទ្មប់ផលិតែម្មរាំនិញ 

 ែន ងលាំនា ាំលនះបានបរហ ញពើគទ្មូ្លផសងៗននលគលការ ៍លៅលលើការផលិតរាំនិញរបស់ែន ង
ទ្ែុម្ ៊ា នម្៊ួយ ។ 

( )( )0

dP
k L t L

dt
= − −   

( ) ( )
dL

Q t S t
dt

= −   

( ) 500 40 10
dP

S t P
dt

= − −   

( ) 250 5Q t P= −   

កដល ( )P t  : តនម្លននរាំនិញ 

      ( )S t  : ការពាែរ ៍ែន ងការលែ់ 

      ( )L t  : ែទ្មិ្តសារលពើភ័ ា  

      ( )Q t  : ែទ្មិ្តផលិតែម្ម 

      0L     : ែទ្មិ្តល អបាំផ ត 

      k      : តនម្លលថរវជិាមន 

លគបាន  
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( ) ( )( )
2

2

d P dL
k k Q t S t

dt dt
= − = − −   

       250 5 500 40 10
dP

k P P
dt

  
= − − − − −  

  
 

       250 35 10
dP

k P
dt

 
= − − + + 

 
  

2

2
250 35 10

d P dP
k kP k

dt dt
= − −    

2

2
10 35 250

d P dP
k kP k

dt dt
+ + =   

ដូចលនះ សម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលលាំោប់ពើរននលគលការ ៍ផលិតែម្មរាំនិញគឺ 
2

2
10 35 250

d P dP
k kP k

dt dt
+ + =  

លាំហាត់អន វតត 

១. លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលខាងលទ្កាម្ :  

ែ. '' 9 0y y− =   ដ. 2 '' 3 ' 2 0y y y+ − =   

ខ្. '' 3 ' 3 0y y y− + =   ឋ. '' 2 11 ' 11 0y y y− + =   

គ. 2 '' 3 ' 2 0y y y+ − =   ឌ្. 9 '' 6 ' 0y y y+ + =   

ឃ. '' 3 ' 0y y y− + =   ឍ. 4 '' 12 ' 9 0y y y+ + =   

ង. '' 2 ' 0y y y+ + =   . '' 0y y+ =   

ច. '' 4 ' 5 0y y y+ − =   ត. '' 2 ' 0y y y− + =   

្. '' 6 ' 13 0y y y+ + =   ថ. 4 '' 4 ' 0y y y− + =   

ជ. '' ' 2 0y y y+ − =   រ. '' 4 ' 4 0y y y+ + =   

ឈ. " 4 ' 0y y− =   ធ្. 9 '' 6 ' 0y y y+ + =   

ញ. '' 9 0y y+ =    ន. 9 '' 12 ' 11 0y y y− + =   
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២. លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលខាងលទ្កាម្ : 

ែ. 2'' 9 ' 10 8 72 40y y y x x− − = + −   ដ. '' 2 ' 3 2siny y y x− − =   

ខ្. 2'' 6 ' 7 1y y y x− − = −   ឋ. '' ' 2 3cos 2y y y x+ − =   

គ. 2'' 3 ' 2y y y x+ + =   ឌ្. '' 4 5sin 3 5cos3y y x x+ = −   

ឃ. '' 2 ' 2 xy y x e− = +   ឍ. '' ' sin cosy y y x x+ + = +   

ង. '' 2 ' xy y y xe−+ + =    . 2 '' 3 ' 1 cos 2y y y x+ + = +   

ច. '' 4 ' 5 2y y y x+ − = +   ត. 3'' ' 3xy y y xe+ − = −   

្. 2'' 3 ' 4 2 1y y y x x− − = − +   ថ. ( )'' 5 ' 6 2 3 cosy y y x x− + = −   

ជ. ( ) 2'' 6 ' 9 2 xy y y x e+ + = +   រ. 24 '' 4 ' 1 xy y y x e+ + = + +   

ឈ. ( )2'' 4 ' 4 2 3 xy y y x x e− + = + −   ធ្. 2'' 7 ' 12y y y x x+ + = −   

ញ. '' 2 ' 3 2 siny y y x+ − = +   ន. '' ' 6 sin cos 2y y y x x− − = −   

 

៣. លោះទ្សាយសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយលមនលែខខ្ ា លដើម្ : 

ែ. '' 2 ' 3 0y y y+ − =  លបើ ( )0 0y =  និង ( )' 0 1y =   

ខ្. '' 5 ' 6 0y y y− + =  លបើ ( )0 0y =  និង ( )' 0 1y =   

គ. '' 4 0y y+ =  លបើ ( )0 1y =  និង ( )' 0 2y =   

ឃ. '' 3 0y y+ =  លបើ ( )0 1y =  និង ( )' 0 3y =   

ង. '' 2 ' 5 0y y y− + =  លបើ ( )0 1y =  និង ( )' 0 1y = −   

ច. '' 2 ' 5 0y y y+ + =  លបើ ( )0 0y =  និង ( )' 0 1y =   

៤. ែ. លោះទ្សាយសម្ើការ ( ) : '' 5 ' 6 0E y y y− + =  ។ 



  

 

 419  

 

     ខ្. ែាំ ត់ចលម្លើយម្៊ួយននសម្ើការ ( )E  លបើលគដឹងថ្នបនាទ ត់ ( ) : 2D y x= − +  ប ះទ្កាបននចលម្លើយ
ទ្តង់ 0x =   

៥. ែ. លោះទ្សាយសម្ើការ ( ) : '' 3 ' 2 0E y y y− + =  ។ 

     ខ្. ែាំ ត់ចលម្លើយម្៊ួយននសម្ើការ ( )E  លបើលគដឹងថ្ន ទ្កាបននចលម្លើយកាត់ាម្ចាំ  ច ( )0,3A  
ល ើយបនាទ ត់ប ះនឹង    ទ្កាបននចលម្លើយទ្តង់ចាំ  ចកដលមនអប់ស ើស ln 2  ទ្សបនឹងអ័ែសអប់ស ើស ។ 

៦. ែ. លោះទ្សាយសម្ើការ ( ) : '' 4 ' 5 0E y y y+ − =  ។ 

     ខ្. រែចលម្លើយម្៊ួយននសម្ើការ ( )E  កដលលផទៀងផ្លទ ត់ ( ) ( )0 6, ' 0 0y y= =  ។ 

៧. ែ. លោះទ្សាយសម្ើការ ( ) : '' ' 6 0E y y y− − =  ។ 

     ខ្. រែចលម្លើយម្៊ួយននសម្ើការ ( )E  កដលលផទៀងផ្លទ ត់ ( ) ( )1 2, ' 1 4y y= =  ។ 

៨. ែ. លោះទ្សាយសម្ើការ ( ) : '' 3 ' 2 0E y y y− + = ។ 

     ខ្. ែាំ ត់ចលម្លើយ f  ម្៊ួយននសម្ើការ ( )E កដលលផទៀងផ្លទ ត់ ( )0 4f =  និង ( )' 0 0f =  ។ 

     គ. លោះទ្សាយែន ង  វសិម្ើការ ( ) 0f x   ។ 

៩. ែ. លោះទ្សាយសម្ើការ 1
'' ' 0

4
y y y− + =  ( )F   

    ខ្. ែាំ ត់អន គម្ន៍ f  ជាចលម្លើយននសម្ើការ ( )F កដលលផទៀងផ្លទ ត់លែខខ្ ា ខាងលទ្កាម្ : 

        -ទ្កាបននអន គម្ន៍ចលម្លើយកាត់ាម្ចាំ  ច ( )0,4A  ។ 

        -បនាទ ត់ប ះនឹងទ្កាបលនះទ្តង់ចាំ  ចមនអប់ស ើស 2  មនលម្គ  ទ្បាប់រិសលសមើសូនយ ។ 

១០. ែ. លោះទ្សាយសម្ើការ '' 9 0y y+ =  ( )E  ។ 

       ខ្. ែាំ ត់អន គម្ន៍ g  ជាចលម្លើយននសម្ើការ ( )E លបើលគដឹងថ្នទ្កាបននអន គម្ន៍ចលម្លើយប ះនឹង
បនាទ ត់ ( ) : 1T y x + = +  ទ្តង់ចាំ  ច ( ), 1M  −  ។ 

១១. ែ. លោះទ្សាយសម្ើការ ( ) : 9 '' 0E y y+ =  ។ 

       ខ្. ែាំ ត់អន គម្ន៍ចលម្លើយ f  កដលជាចលម្លើយនន ( )E កដលលផទៀងផ្លទ ត់ ( )0 3f =  និង
( )' 0 3f =  ។ 
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       គ. ែាំ ត់អន គម្ន៍ g  កដលជាចលម្លើយនន ( )E កដលលផទៀងផ្លទ ត់ ( )2

0
0g x dx



=  និង
( )

0
3g x dx



=   

១២. ែ. លោះទ្សាយសម្ើការ ( ) : '' 4 0F y y+ =  ។ 

       ខ្. រែចលម្លើយ g  ននសម្ើការ ( )F កដលលផទៀងផ្លទ ត់ 1
2

g
 

= − 
 

 និង 1
4

g
 

= 
 

 ។ 

       គ. លោះទ្សាយសម្ើការ ( ) 1g x =  ; g  ជាអន គម្ន៍ចលម្លើយែន ងសាំ ៊ួ រ ខ្ ។ 

១៣. លគឲ្យសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល ( ) 2: '' 3 ' 2 2E y y y x x− + = − + +  ។ 

       ែ. រែចលម្លើយរូលៅ
cy  ននសម្ើការ '' 3 ' 2 0y y y− + =  ។ 

       ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត ,m n  និង p  លដើម្បើឲ្យ 2

py mx nx p= + +  ជាចលម្លើយននសម្ើការ ( )E ។ 
ទាញរែសាំ  ាំ ចលម្លើយននសម្ើការ ( )E ។ 

       គ. រែចលម្លើយម្៊ួយននសម្ើការ ( )E លបើលគដឹងថ្ន បនាទ ត់ប ះនឹងទ្កាបននអន គម្ន៍ចលម្លើយទ្តង់
ចាំ  ច ( )0,2  មនលម្គ  ទ្បាប់រិសលសមើ1 ។ 

១៤. លគឲ្យសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល ( ) 2: '' 3 ' 2 8 24E y y y x− + = −  ។ 

       ែ. រែចលម្លើយរូលៅ
cy  ននសម្ើការ '' 3 ' 2 0y y y− + =  ។ 

       ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត ,a b  និង c  លដើម្បើឲ្យ 2

py ax bx c= + +  ជាចលម្លើយននសម្ើការ ( )E ។ 

       គ. បរហ ញថ្ន
c py y y= +  ជាចលម្លើយននសម្ើការ ( )E ។ 

១៥. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល ( )1 : '' ' 6 6 1y y y x− − = − −  ។ 

       ែ. លោះទ្សាយសម្ើការ ( )2 : '' ' 6 0y y y− − =  ។ 

       ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត a  និង b  លដើម្បើឲ្យ
2f ax b= +  ជាចលម្លើយននសម្ើការ ( )1  ។ 

       គ. បរហ ញថ្ន លបើ 1f  ជាចលម្លើយននសម្ើការ ( )1  លនាះ
1 2f f f= −  ជាចលម្លើយននសម្ើការ ( )2  ។ 

       ឃ. ទាញរែសាំ  ាំ ចលម្លើយននសម្ើការ ( )1 ។ 

       ង. រែចលម្លើយ f  ម្៊ួយននសម្ើការ ( )1 លបើ ( )1 1f =  និង ( )' 1 4f =  ។ 



  

 

 421  

 

១៦. លគឲ្យសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល ( ) : '' 4 ' 8 3sin 2cosE y y y x x+ + = −  ។ 

      ែ. លោះទ្សាយសម្ើការ ( ) : '' 4 ' 8 0F y y y+ + =  ។ 

      ខ្. ែាំ ត់អន គម្ន៍ g  កដល ( ) cos sing x a x b x= +  ជាចលម្លើយននសម្ើការ ( )E  ។ ទាញរែ
សាំ  ាំ ចលម្លើយននសម្ើការ ( )E ។ 

១៧. លគមនសម្ើការ ( ) : '' ' 2 cos 2sinE y y y x x− − = −  ។ 

     ែ. លោះទ្សាយសម្ើការ '' ' 2 0y y y− − =  ។ 

     ខ្. ែាំ ត់ចាំន៊ួនពិត m  និង n  លដើម្បើឲ្យ ( ) cos sinf x m x n x= + ជាចលម្លើយម្៊ួយននសម្ើការ ( )E

។ ទាញរែសាំ  ាំ ចលម្លើយននសម្ើការ ( )E ។ 

១៨. លគឲ្យសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល ( ) : '' 4 3sinE y y x+ =  ។ 

    ែ. លោះទ្សាយសម្ើការ '' 4 0y y+ =  ។ 

    ខ្. ាង ( ) ( ) sinf x g x k x= +  កដល k  ជាចាំន៊ួនពិត ល ើយ g  ជាអន គម្ន៍ននអញ្ញ ត x  ។ រែ
តនម្លននចាំន៊ួនពិត k  លដើម្បើឲ្យអន គម្ន៍ g  លផទៀងផ្លទ ត់រាំនាែ់រាំនង: ( ) ( )'' 4 0g x g x+ =  លបើ f  ជាចលម្លើយនន
( )E  ។ 

    គ. ែាំ ត់ចលម្លើយនន ( )E  លបើ 0
2

f
 

= 
 

 និង ( )' 0f  =  ។ 

១៩. លគឲ្យសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល ( ) 2: '' 6 ' 5 xE y y y xe− + =  ។ 

    ែ. រែចលម្លើយរូលៅ
hy ននសម្ើការ '' 6 ' 5 0y y y− + =  ។ 

    ខ្. ែាំ ត់ A  និង B  លដើម្បើឲ្យ ( ) 2x

py Ax B e= +  ជាចលម្លើយម្៊ួយននសម្ើការ ( )E  ។ 

    គ. បរហ ញថ្ន
h py y y= +  ជាចលម្លើយននសម្ើការ ( )E  ។ 

២០. លគមនសម្ើការឌ្ើលផរ  ង់កសយល ( ) : 3 '' 2 ' 4 xE y y y xe−− − =  ។ 

    ែ. រែចលម្លើយរូលៅ
cy  ននសម្ើការ 3 '' 3 ' 0y y y− − =  ។ 

    ខ្. ែាំ ត់តនម្ល m  និង n  លដើម្បើឲ្យ ( ) x

py mx n e−= + ជាចលម្លើយម្៊ួយននសម្ើការ ( )E ។ 

    គ. រែចលម្លើយរូលៅ y  ននសម្ើការ ( )E ។ 
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២១. លសៀគវើអគាិសនើម្៊ួយតជាលសរ ើកដលមនលរស ើសតង់ 20R =   អ ាំងឌ្ ចតង់ 1L H=  និងកាបា ស ើ
លត 35 10C F−=   ល ើយតង់សយ ងទ្បភព 12V v=  ។ ទ្បសិនលបើបរមិ បនទ ែអគាិសនើ ( )0 0Q =  និងអ ាំង
តង់ស ើចរនត ( )0 0I =  ។ គ នា ( )Q t  និង ( )I t  ។ 

២២.លសៀគវើអគាិសនើម្៊ួយតជាលសរ ើកដលមនលរស ើសតង់ 20R =   អ ាំងឌ្ ចតង់ 1L H=  និងកាបា ស ើ
លត 35 10C F−=    និងែមល ាំងអគាិសនើចលែរ ( ) 12sin10E t t=  ។ រែបរមិ បនទ ែអគាិសនើ Q  លៅខ្ ៈ
t  ។ 

២៣. រ ស័ឺរម្៊ួយបានពយូរម ស 2kg  លោយតនម្លលថរែទ្មញ់ននរ ស័ឺរ 14k =  ល ើយែមល ាំង 6N  ទាញរ ឺ
ស័រកដលមនទ្បកវងលដើម្ 0.5m  ឲ្យលូត ។ រ ស័ឺរលូតបានទ្បកវង1m  ពើទ្បកវងលដើម្ ល ើយកលងលៅលលបឿន

0V m s=  ។ រែរើា ាំងលាំនឹងននម សលៅខ្ ៈ t  ។ 

២៤. ែមល ាំង13N  ទ្តូវបានទាញរ ស័ឺរកដលពយូរម ស 2kg  ឲ្យរ ស័ឺរលូតបានទ្បកវង 0.25m  ពើទ្បកវង
លដើម្ ។ លថរែទ្មញ់ 8k =  ។ 

ែ. ទ្បសិនលបើម សចាប់មនលាំនឹងលៅលលបឿន 0.5 /m s  ។ រែរើា ាំងលាំនឹងលៅខ្ ៈ t  ។ 

ខ្. ចូរគូសទ្កាបរើា ាំងជាអន គម្ន៍ននម ស ។  
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